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vormen. Zinvoller achtte ik een studie van de totale vraag
naar duurzame consumptiegoederen.
Derhalve heb ik naast een onderzoek naar de remplacevraag
een studie van de initiale vraag gedaan. De studie is alge-
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Zit van televisietoestellen.
Voor de steun, verleend bij het tot stand komen van dit
proefschrift ben ik veel dank verschuldigd aan mijn promo-
toren Prof.Drs. J. Kriens en Prof.Dr. R. Bannink.
Zij waren voortdurend bereid mijn concepten snel te lezen
en te becommentarioren. Ook enkele andere leden van de vak-
groep econometrie dank ik voor de kritische gesprekken, die
mij tot concreet en exact formuleren hebben gestimuleerd,
met name Dr. L.R. J. Westermann, Dr. B.B. van der Genugten,
Dr. M. H.C. Paardekooper, Dr. J.Th.H.C. van Lieshout en Drs.
J.H.J. Roemen; de laatste twee hebben tevens de "definitieve"
versie van kritiek voorzien.
Daarnaast ben ik de heer P.L.F. de Jong van de Philipsafde-
ling C.V. & P. erkentelijk voor de praktische kanttekeningen
en het verschaffen van de gegevens, die nodig waren voor
VII
het toetsen van de ontwikkelde modellen.
Aan de heren A.W. van den Aker van het rekencentrum van de
Katholieke Hogeschool en A. Dalman, eveneens van de afdeling
C.V. & P. van Philips komt dank toe voor het programmeren
van de gebruikte computerprogramma's.
Wat de technische uitvoering van dit proefschrift betreft,
betuig ik mijn dank aan Mej. J.B. Herbergs, die het manus-
cript met zijn vele formules zo accuraat getypt heeft en
de heer A.M. van Helfteren die de figuren vorm heeft gegeven.
Een groot deel van de tijd die ik aan mijn gezin behoorde
te besteden is in de studie voor en het schrijven van dit
proefschrift gaan zitten. Ik hoop dat ik hen aan wie deze
uitgave is opgedragen, mijn vrouw en mijn zoon, niet te
veel tekort heb gedaan.
VIII
Inhoudsopgave
Woord vooraf / VII
Hoofdstuk I
INLEIDING
1.1. Definioring en begrenzing van het begrip duur-
zaam consumptiegoed                                   1
1.2. De totale markt van een duurzaam consumptie-
goed 5
1.3. De initiale en de remplacevraag naar een duur-
zaam consumptiegoed                                   9
Hoofdstuk II
DE INITIALE VRAAG NAAR DUURZAME CONSUMPTIEGOEDEREN
2.1. Inleiding                                            15
2.2. Algemene karakteristieken van koopgedragmodel-
len                                                  17
2.3. Het groeiproces van het bezit van een duurzaam
consumptiegoed; omgevingsfactoren constant 22
2.3.1. Inleiding 22
2.3.2. Het exponentiole model 33
2.3.3. Het gamma-exponentiole model 36
2.3.4. Kritiek op de exponentiole modellen 43
2.3.5. Het logistische model 44
2.3.6. Het semi-logistische model 48
2.3.7. Kritiek op de logistische modellen           54
2.3.8. Het Gompertz-model en verwante modellen 56
2.3.8.1. Inleiding 56
2.3.8.2. Het Gompertz-model 57
2.3.8.3. Het Johnson-model 63
IX
2.3.8.4. Het log-inverse model              66
2.3.8.5. Het gegeneraliseerde log-in-
verse model 69
2.3. 9. Kritiek op de Gompertz- en verwante mo-
dellen                                        71
2.3.10. 'Het homogene Weibull-model 77
2.3.11. Het gamma-Weibull-model                      81
2.3.12. Kritiek op de Weibull-modellen               86
2.3.13. Het lineaire leermodel                       87
2.3.14. Het gamma-lineaire leermodel                 94
2.3.15. Kritiek op de lineaire leermodellen 105
2.3.16. Het heterogene gegeneraliseerde logis-
tische model 108
2.3.16.1. De verwerking van de hetero-
geniteit van de introduc-
tiekoopgeneigdheid 109
2.3.16.2. Het heterogene gegenerali-
seerde logistische model 115
2.4. Het groeiproces van het bezit van een duurzaam
consumptiegoed; omgevingsfactoren variabel 133
2.4.1. Inleiding 133
2.4.2. Het groeiproces met een constante ver-
zadigingsgraad en een koopgeneigdheids-
functie, afhankelijk van omgevingsfac-
toren 134
2.4.2.1. Inleiding 135
2.4.2.2.  Het model van Dernburg 137
2.4.2.3. Kritiek 137
2.4.2.4. Het model van Massy 138
2.4.2.5. Kritiek 139
2.4.3. Het groeiproces met onbegrensde uit-
breiding van het verzadigingsniveau 140
2.4.3.1. Inleiding 141
2.4.3.2. Het model van Stone en Rowe 141
2.4.3.3. Kritiek 144
2.4.3.4. Het model van Roos en
Szeliski 145
2.4.3.5. Kritiek 148
X
2.4.4. Het groeiproces met begrensde uitbrei-
ding van de verzadigingsgraad c.q. -ni-
veau 148
2.4.4.1. Inleiding 148
2.4.4.2. Het model van Bain 149
2.4.4.3. Het model van Klaassen en
Koyck 150
2.4.4.4. Kritiek 151
2.4.4.5. Het model van Bonus 154
2.4.4.6. Kritiek 157
2.4.5. De invloed van veranderingen in de popu-
latie gezinnen 169
2.4.6. Het heterogene gegeneraliseerde logis-
tische model met omgevingsfactoren 172
Hoofdstuk III
DE REMPLACEVRAAG NAAR DUURZAME CONSUMPTIEGOEDEREN
3.1. Inleiding 177
3.2. De bepaling van de remplacevraag met behulp van
overlevingsfracties 181
3.2.1. Inleiding 181
3.2.2. De uitval als een stochastisch proces 182
3.2.3. Kritiek 185
3.2.4. De levensduur als stochastische grootheid 186
3.2.5. Kritiek 193
3.2.6. De levensduur als deterministische
grootheid 194
3.2.7. Kritiek 199
3.3. De bepaling van de remplacevraag op basis van
bestand- en aankoopreeksen 207
3.3.1. Inleiding 208
3.3.2. Methodes ter benadering van de gemid-
delde levensduur 208
3.3.3. Kritiek 211
3.3.4. Methodes ter benadering van de levens-
duurverdeling 218
3.4. Slotconclusies 225
XI
Hoofdstuk IV
DE VRAAG NAAR TELEVISIETOESTELLEN IN DE VERENIGDE STATEN
4.1. Het cijfermateriaal 228
4.2. De initiale vraag naar televisietoestellen in
de V. S. 230
4.3. De remplacevraag naar televisietoestellen in de
V. S. 236
4.4. Prognose van de vraag naar televisietoestellen
in de V. S. van 1971 - 1975 241
Appendix A. Rekenvoorbeeld van het verband tussen
F (t) , f(t) en K(t) 245
Appendix B. Berekening van het verband tussen de
variabele verzadigingsgraad en het ge-
middelde besteedbare gezinsinkomen 248
Appendix C. Het gamma-uitvalprogramma, toegepast
op de remplacevraag naar televisietoe-
stellen in West-Duitsland 253
Summary
THE DEMAND FOR CONSUMER DURABLES 258
Geraadpleegde literatuur 260
Register 264
XII
Hoofdstuk I
Inleiding tot de theorie van de vraag naar
duurzame consumptiegoederen
1.1-DEFINIERING EN BEGRENZING VAN HET BEGRIP DUURZAAM CON-
SUMPTIEGOED.
In de economische wetenschap verstaat men onder goederen
alle middelen tot bevrediging van behoeften.
Een goed kan zowel materieel als immaterieel zijn.
Tot de laatstgenoemde behoren prestaties van personen of
diensten. Goederen kan men al naar gelang het indelings-
criterium op verschillende manieren classificeren. Het
meest gebruikte criterium is het onderscheid naar de kopers
van de goederen. Aldus komt men tot de indeling in investe-
ringsgoederen, dit zijn goederen die bestemd zijn voor de
produktie van andere goederen, en consumptiegoederen, dit
zijn goederen, die bestemd zijn voor het gebruik door de
uiteindelijke consumenten.
Een ander indelingscriterium is de duurzaamheid van de goe-
deren. Zo onderscheidt men de consumptiegoederen in duurza-
me goederen of gebruiksgoederen en in niet-duurzame goede-
ren of verbruiksgoederen. Terwijl niet-duurzame consumptie-
goederen tijdens de consumptie onmiddellijk teniet gaan,
d.w. z. verbruikt worden, kunnen duurzame consumptiegoederen
vele of enkele malen, althans meer dan 66n keer, aangewend
d.w. z. gebruikt worden, eer ze teniet gaan. Het is zinvol
te veronderstellen dat de gebruiksduur van het duurzame
consumptiegoed langer is dan de beschouwde tijdseenheid,
b.v. &6n jaar, omdat er, economisch gezien, binnen de tijds-
eenheid geen ander onderscheid bestaat tussen het verbruik
van meerdere exemplaren van een verbruiksgoed en het gebruik
van een exemplaar van een duurzaam consumptiegoed, dan het
feit dat het eerste niet en het tweede wel noodzakelijk is.
1                               -
In de praktijk neemt men soms waar, dat niet alleen consu-
menten duurzame consumptiegoederen kopen voor eigen gebruik
maar ook dat ondernemers dit doen met het doel de goederen
te verhuren. Een veel voorkomend geval is de verhuur van
woningen. Hierbij wordt het duurzame consumptiegoed door de
ondernemer getransformeerd tot woondiensten voor de consu-
ment 1.
Wij zijn in deze studie vooral geInteresseerd in de duurza-
me consumptiegoederen die in de regel door de consument
voor eigen gebruik gekocht worden. Het aantal exemplaren
dat van een duurzaam consumptiegoed op een bepaald tijdstip
in gebruik is, noemen we het bestand.
Voor het onderhavige onderzoek is het dienstig de indeling
van de consumptiegoederen te verfijnen door behalve het
criterium duurzaamheid ook het criterium waarde op het tijd-
stip van introductie te hanteren. Van de gebruiksgoederen
interesseren ons hier vooral de kostbare consumptiegoederen
met lange levensduur, zoals meubels, koelkasten, wasautoma-
ten, televisies, radio's, auto's e.d..
Kenmerkend voor deze goederen is het vaak vrij langdurige
proces dat verloopt tussen het opkomen van de wens het pro-
dukt te bezitten en het tijdstip van aankoop.
Economisch gezien verzwaart het criterium duurzaamheid de
koopbeslissing van de consument slechts dan, als het pro-
dukt voldoende duur is. Voor de aanschaf van de bovenbe-
doelde goederen moeten dan bijzondere maatregelen getroffen
1. Om o.a. deze reden worden woningen, die aan alle aan de
duurzame consumptiegoederen te stellen voorwaarden vol-doen, in het algemeen tot de (duurzamb) investeringsgoe-
deren gerekend. Indien de eigenaar de woning zelf be-
woont wordt hij verondersteld aan zichzelf de huur te
betalen. Analoge moeilijkheden bestaan voor auto's. G.C.
Chow trekt in tegenstelling tot de algemene conventie
deze redenering door voor alle duurzame consumptiegoede-ren. In Demand for Automobiles in the United States, A
Study in Consumer Durables, Amsterdam, 1957 p. 11, defi-
nieert hij een duurzaam consumptiegoed als "a type of
capital good which generates services for consumption
without being simultaneously destroyed".
2
worden, zoals b.v. sparen over een langere periode of kre-
dietopneming. De aanschaf van deze kostbare duurzame con-
sumptiegoederen is in sterke mate afhankelijk van de hgogte
van het inkomen. De bovenbedoelde goederen worden niet met
dezelfde regelmaat gekocht als de goederen met een korte le-
vensduur en/of een geringe waarde.
Deze overwegingen leiden tot de volgende indeling van de
2
materiole consumptiegoederen  :
a. verbruiksgoederen,
b. gebruiksgoederen van middelmatige levensduur of beperk-
te waarde,
c. gebruiksgoederen met lange levensduur en hoge waarde.
Bij het trekken van de grens tussen de goederen van groep b
en groep c houden we als criteria aan levensduur &n waarde.
Voor de indeling van de goederen in groep c wordt in de
praktijk veelal een levensduur van tenminste vijf jaar aan-
gehouden. Goederen die een zodanige waarde hebben, dat ze
ondanks de lange levensduur nog uit het lopend inkomen van
een gezin met een gemiddelde inkomenshoogte gekocht kunnen
worden, rekenen wij tot groep b. Tot deze groep behoren
echter vooral kleding en schoeisel, een groot aantal huis-
houdelijke en persoonlijke artikelen, zoals strijkijzers,
broodroosters, electrische koffiemolens, bestek, boeken,
platen, koffers, tassen, vulpennen, scheerapparaten, haar-
borstels, etc.
Wij rekenen tot de verbruiksgoederen alle goederen die bij
aanwending teniet gaan en die in het algemeen een levens-
duur korter dan &6n jaar hebben en tenslotte die consump-
tiegoederen, die een langere levensduur hebben maar gemak-
2. H. Bartels, Systematisches GUterverzeichnis fur den
Privaten Verbrauch, Wirtschaft und Statistik, Textbd.
1962, p. 71 - 72.
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kelijk verloren gaan zoals spelden, kammen, e.d.
Tot deze groep behoren o.a. voedings- en genotmiddelen,
brandstoffen, gas, poets- en reinigingsmiddelen, naaigerei,.
snijbloemen, schrijfpapier, kranten etc.
De bovengenoemde indeling van de materidle consum4tiegoede-.·
ren voor de algemene statistieken vindt men ook terug in de
literatuur, waar de duurzame consumptiegoederen onderschei-
3den worden in major en minor consumer durables
Wat de nieuwheid betreft maken we onderscheid tussen de
nieuwheid van een exemplaar van een goed en de nieuwheid
van het goed zelf. Een exemplaar is nieuw, zolang het nog
niet gebruikt is. Een goed is slechts nieuw, daar waar het
voor de eerste keer gebruikt wordt, ongeacht de leeftijd
van het eerst gebruikte exemplaar. Bij de introductie van
een duurzaam consumptiegoed, dat elders niet eerder gebruikt
werd, spreekt men van een nieuw goed. Naarmate er meer con-
sumenten zijn, die het goed gebruiken, gaat de "nouveaut&"
van het goed verloren.
De consumptieve eenheden van duurzame consumptiegoederen
zijn gezinnen voor gezinsartikelen en individuen voor per-
soonlijke artikelen. Daar het accent van ons onderzoek ligt
op de kostbare duurzame consumptiegoederen, die meestal tot
de groep gezinsartikelen behoren, nemen wij in het vervolg
als consumptieve eenheden gezinnen of (gezins-)huishoudingen
3. Op pag. 12 van zijn dissertatie "A St tistical Model of
the Ownership of Major Consumer Durables with an Appli-
cation to some Findings of the 1953 Oxford Savings Sur-
vey" verstaat J.S. Cramer onder major consumer durables:
"Commodities like motor vehicles and furniture, radio's
and televisionsets, refrigerators, washing machines and
other household appliances that exceed a certain price.
Most of these goods afford satisfaction to households
rather than the single individuals; but their main dis-
tinguishing characteristic is that they are at the same
time durable, indivisible and expensive".
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waaronder we ook de alleenstaanden verstaan.
Het doel van de studie is de analyse van de ontwikkeling
van de vraag naar consumptiegoederen, die zowel duurzaam
als kostbaar zijn en welke in de regel door de consument
voor eigen gebruik gekocht worden.
1.2 DE TOTALE MARKT VAN EEN DUURZAAM CONSUMPTIEGOED.
Onder markt verstaat men het geheel van vraag naar en aan-
bod van een bepaald produkt. De eerste stap in de analyse
van een markt is het geven van een goede beschrijving. Ver-
helderend werkt in dit verband wellicht de beschouwing van
de markt als een stroom van een goed.
Grosso modo doorloopt de stroom van een duurzaam consump-
tiegoed in het algemeen de volgende drie fasen:
- het produktieproces en de in- en uitvoerhandel
- de groot- en kleinhandel
- het aankoopproces bij de consumenten.
Complicaties die bij de markt van een duurzaam consumptie-
goed optreden worden gevormd door de omstandigheden dat
- de gekochte goederen nieuw of gebruikt kunnen zijn
- de consumentenaankopen initiale, additionele of remplace-
aankopen kunnen betreffen.
Een vereenvoudigd overzicht van de bovenvermelde samenhang
tussen de marktgrootheden wordt gepresenteerd in tabel
1.2.1.
Een deel van de cijfers m.n. de in- en uitvoer, de produk-
tie en het aantal in gebruik, is te vinden in offici&le
statistieken en consumentenonderzoeken.
De overige gebruikte cijfers zijn ofwel afgeleid uit beken-
5
de cijfers, ofwel verondersteld.
Tot deze laatste groep behoren o.a. de voorraadmutaties bij
de producenten en de handel en enkele gegevens met betrek-
king tot gebruikte exemplaren.
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Tabel 1.2.1  De samenhang tussen de fasen in de markt van
een duurzaam consumptiegoed.
Producenten
Beginvoorraad 150
Produktie 84
Invoer 375
Totaal 609
Uitvoer                                                   47
Beschikbaar voor de binnenlandse markt 562
Verkoop op de binnenlandse markt:
aan handel 458
aan gezinnen   2
460
Eindvoorraad 102
Handel Nieuw Gebruikt
Beginvooraad                               82          81
Inkoop van producenten 458
Inkoop gebruikt van gezinnen 180
Beschikbaar 540 261
Verkoop aan gezinnen 409 100
Sloop ---80
Eindvoorraad 131 81
Gezinnen
Beginbestand 3225
Aankoop nieuw van handel 409
van producenten 2
411
Aankoop gebruikt van gezinnen              58
van handel 100
158
Totale aankopen 569
Verkoop gebruikt aan gezinnen 58
aan handel 180
Totale verkoop gebruikt 238
Sloop 222
Totale afschaffing 460
Toeneming aantal exemplaren in gebruik 109
Eindbestand 3334
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De eerste fase weerspiegelt de bron van de stroom van een
duurzaam consumptiegoed welke bestaat uit hetgeen geprodu-
ceerd wordt, vermeerderd met de invoer en verminderd met de
uitvoer van nieuwe en eventueel ook gebruikte exemplaren.
Dit, tezamen met hetgeen nog in voorraad ligt bij de produ-
centen komt beschikbaar voor de binnenlandse markt, d.w. z.
voor een gedeelte voor de handel (fase 2) en een gedeelte
rechtstreeks voor de gezinnen (fase 3); er blijft ook een
gedeelte als eindvoorraad bij de producenten liggen.
Het gedeelte, dat naar de handel gaat vloeit samen met het-
geen daar in voorraad ligt. De verkoop van nieuwe exemplaren
van de handel en de producenten aan gezinnen vormen tezamen
de nieuwe aankopen door gezinnen. Tussen de fasen handel en
gezinnen bevinden zich de voorraadmutaties bij de handel.
Naast de bovenbeschreven hoofdstroom onderscheiden we nog
een nevenstroom welke geheel uit gebruikte exemplaren be-
staat. Van de exemplaren in gebruik wordt een deel recht-
streeks verkocht aan andere gezinnen; een ander deel wordt
ingeruild bij of verkocht aan de handel. Bovendien wordt
een gedeelte van het bestand direct door gezinnen buiten
gebruik gesteld of verkocht aan opkopers. Uit het verschil
tussen de totale aankopen en de totale verkopen inclusief
de buitengebruikstelling volgt de toeneming van het totale
bestand. Tegenover de toevloeiing van gebruikte exemplaren
naar de handel staat de afvloeiing van gebruikte exemplaren
in de vorm van verkoop aan gezinnen en opkopers.
De aan- en verkopen van gebruikte exemplaren, de zogenaamde
tweedehands markt, mag men voor een aantal produkten niet on-
derschatten. Voor auto's b.v. geldt dat de tweedehands
markt ongeveer tweemaal zo groot is als de markt voor nieuwe
auto's. De tweedehands markt is belangrijk, omdat deze via
de gemiddelde levensduur en de invloed ervan op de verzadi-
ging van de markt &n via de prijsvorming de markt van nieuwe
exemplaren kan stimuleren of afremmen.
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Wij zijn voornamelijk geinteresseerd in de vraagzijde van
de markt. In het vervolg nemen wij aan dat de aanbodzijde
een secundaire rol speelt, doordat de produktiecapaciteit en
de invoermogelijkheden geen belemmering voor de afzet vor-
men.
1.3 DE INITIALE EN DE REMPLACEVRAAG NAAR EEN DUURZAAM CON-
SUMPTIEGOED.
De totale vraag naar een duurzaam consumptiegoed wordt van-
wege het verschillend koopgedrag tussen bezitters en niet-
bezitters en de verschillen in marketingstrategie verdeeld
in initiale vraag en remplacevraag.
Er zijn verschillen in koopgedrag tussen bezitters en niet-
bezitters, omdat
- de koopbeslissing door niet-bezitters wordt voorafgegaan
door een periode van afwegen van positieve en negatieve
eigenschappen van het produkt als zodanig, terwijl een
bezitter uitsluitend merken en typen vergelijkt;
- het koopproces voor een initiale aankoop daardoor door-
gaans langer is dan voor een remplace-aankoop.
Er zijn verschillen in marketingstrategie, afhankelijk van
de verhouding initiale vraag/remplacevraag.
Een onderneming kan zich op een gegeven ogenblik ofwel aan-
passen aan de groeifase van het bezit, ofwel door het schep-
pen van nieuwe typen of modellen naar een uitbreiding van
het bezit blijven streven 4.
Ten aanzien van de begrippen initiale vraag en remplacevraag
heerst nogal eens verwarring. Dit komt omdat beide begrip-
4. Zie Philip Kotler, Competitive Strategies for New Pro-
duct Marketing over the Life Cycle, Management Science,
12 (1965) p. 104 - 119.
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pen uitgedrukt kunnen worden in termen van het individuele
koopgedrag en in termen van aantallen exemplaren van het
duurzame consumptiegoed. Uitgaande van het individuele koop-
gedrag zijn de begrippen in overeenstemming met het normale
spraakgebruik; de totale vraag valt in dit geval uiteen in
- de totale individuele initiale vraag; het totaal der aan-
kopen welke dient tot eerste of additionele aanschaf
- de totale individuele remplacevraag: het totaal der aanko-
pen, welke dient om een reeds in gebruik zijnd exemplaar
te vervangen.
Vele marktonderzoekers en statistici delen de totale vraag
naar een duurzaam goed als volgt in:
- de statistische initiale vraag: de toeneming van het aan-
tal exemplaren in gebruik, ofwel de toeneming van het be-
stand gedurende een bepaalde periode
- de statistische remplacevraag: het aantal exemplaren , dat
dient ter vervanging van het aantal gesloopte exemplaren,
d.w.z. van de exemplaren, die op een of andere wijze in
het beschouwde tijdvak buiten gebruik gesteld zijn en ge-
acht worden normaliter niet meer terug te keren in de
markt voor hernieuwd gebruik.
Bij deze statistische definitie doet het er niet toe of
de aankopen geschieden door degenen die de betrokken exem-
plaren buiten gebruik stellen of door anderen 5.
Ter verkrijging van inzicht in de verschillen en samenhan-
gen tussen de initiale vraag en de remplacevraag, zowel indi-
vidueel als statistisch en zowel voor nieuwe als voor ge-
bruikte exemplaren is het nodig dat we de totale aankopen
en de totale afschaffingen van de gezinnen van tabel
5. Vergelijk: J.G. Stridiron, Handboek der Bedrijfseconomi-
sche Statistiek, Uitgeversmij. W. de Haan N.V. Utrecht,
1941, p. 93.
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1.2.1 in een ander licht bezien.
Enerzijds zijn er gezinnen, die voor het eerst een exemplaar
gaan gebruiken of additioneel gaan gebruiken en gezinnen
die een exemplaar kopen ter vervanging van een reeds in be-
zit zijnd exemplaar. Deze aankopen kunnen zowel nieuwe als
gebruikte exemplaren betreffen.
Anderzijds komen er gebruikte exemplaren beschikbaar. Be-
halve van de bovengenoemde remplacerende gezinnen zijn deze
gebruikte exemplaren afkomstig van gezinnen die ophouden
met het gebruik (discontinuIteit in gebruik) en van gezin-
nen die ophouden te bestaan door overlijden, scheiding e.d.
(discontinulteit in gezinnen).
Tabel 1.3.1 Samenhangen binnen de marktgrootheid gezinnen.
Beginbestand 32
25
Aankopen door: Nieuw Gebruikt Totaal
Gezinnen die een exemplaar
gaan gebruiken of additio-
neel gaan gebruiken 132 58 190
Remplacerende gezinnen 279 100 370
Totale aankopen 411 158 569
Aantallen exemplaren beschik-
baar komend door:
Remplacerende gezinnen 379
Discontinuiteit in gezinnen               70
Discontinuiteit in gebruik 11
Totale afschaffingen 460
Toeneming aantal exemplaren in
gebruik
109
Eindbestand 3334
De beschikbaar komende exemplaren worden ingeruild, ver-
kocht c.q. weggegeven of gesloopt. De ingeruilde exemplaren
worden wederom verkocht of gesloopt door handelaren. Wij
nemen hieromtrent het volgende aan:
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Tabel 1.3.2  Bestemming van de beschikbaar komende exempla-
ren.
naar Verkoop aanTotaal Handel Sloopvan gezinnen.
Remplacerende gezinnen 379 180 172 27
DiscontinuIteit in gezinnen   70 44 26
Discontinufteit in gebruik 11         _              6                 5
460 180 222        58Via de handel - 180 80 100
Totaal 460      - 302 158
De individuele initiale aankopen zijn de aankopen van de
gezinnen die voor het eerst een exemplaar gaan gebruiken of
additioneel gaan gebruiken.
De individuele remplace-aankopen zijn de aankopen door rem-
placerende gezinnen. Volgens tabel 1.3.1 geldt:
Nieuw Gebruikt Totaal
Individuele inititale aankopen 132      58       190
Individuele remplace-aankopen 279 100 379
De statistische initiale aankopen zijn gelijk aan de toene-
ming van het bestand. De statistische remplace-aankopen
zijn per definitie gelijk aan het aantal gesloopte exempla-
ren.
Volgens de tabellen  1.3.1  en 1.3.2 geldt :
Statistische initiale aankopen 109
Statistische remplace-aankopen 302
De som van de statistische initiale aankopen en remplace-
aankopen is gelijk aan de totale nieuwe aankopen. Dit geldt
niet voor de totale individuele initiale aankopen en rem-
place-aankopen, echter wel voor de individuele initiale
aankopen en remplace-aankopen van nieuwe exemplaren.
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De statistische begrippen zijn in de praktijk gemakkelijker
te bepalen dan de individuele begrippen.
De statistische initiale vraag wordt bepaald door de meting
van de toeneming van het aantal in gebruik d.m.v. steek-
proeven. De statistische remplacevraag wordt gevonden door
van de nieuwe aankopen de toeneming van het bestand af te
trekken. Voor het gegeven cijfervoorbeeld geldt:
Eindbestand 3334
Beginbestand - 3225
Statistische initiale vraag 109
Totale nieuwe aankopen 411
Statistische initiale vraag -  109
Statistische remplacevraag 302
Uitgaande van de statistische begrippen kunnen de individu-
ele begrippen als volgt bepaald worden:
Statistische initiale vraag 109
Aantal exemplaren beschikbaar komend door:
DiscontinuIteit in gezinnen 70
DiscontinuIteit in gebruik 11
+  81
Totale individuele initiale vraag 190
Statistische remplacevraag 302
Totale aankopen gebruikte exemplaren 158
Aantal exemplaren beschikbaar komend door
discontinuiteit in gezinnen en gebruik -  81
+  77
Totale individuele remplacevraag 379
Het doel van deze studie is de analyse en de prognose van
de totale vraag naar nieuwe exemplaren van een duurzaam
consumptiegoed.
Men kan daartoe de volgende methoden volgen:
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a. het analyseren van de statistische initiale vraag en de
statistische remplacevraag.
b. het analyseren van de individuele initiale vraag en de
individuele remplacevraag.
c. een combinatie van de onder a en b genoemde methoden.
Wij nemen voor onze analyse als uitgangspunten:
- de individuele initiale vraag, omdat we voor de verklaring
van de vraag naar een nieuw duurzaam consumptiegoed terug
willen gaan naar het individuele koopgedrag van de uit-
eindelijke afnemer (zie hoofdstuk II).
Daarbij zullen we voorlopig abstraheren van het meervoudig
bezit en van de discontinuiteit in gezinnen en gebruik. Hier-
door wordt de individuele initiale vraag gelijk aan de sta-
tistische initiale vraag;
- de statistische remplacevraag, omdat deze per definitie
gelijk is aan het aantal exemplaren, dat gedurende een
bepaald tijdvak buiten gebruik gesteld is en derhalve een
functie van de levensduur is (zie hoofdstuk III).
De initiale vraag en de remplacevraag worden onafhankelijk
van elkaar verondersteld. Buiten beschouwing laten we de
door Roos en Szeliski aangevoerde mogelijkheid, dat in-
geval de remplacebehoeften gering zijn, de bezitters de
niet voor vervanging nodig zijnde financiole middelen aan-
6
wenden voor de aanschaf van een tweede exemplaar
In hoofdstuk IV zullen we de door ons in de hoofdstukken II
en III ontwikkelde modellen empirisch toet3en aan de hand
van gegevens betreffende de vraag naar televisietoestellen
in de Verenigde Staten van Amerika.
6. C.F. Roos en V. v. Szeliski, Factors Governing Changes
in Domestic Automobile Demand. In: The Dynamics of Auto-
mobile Demand, General Motors Corporation, New York,
1939, p. 34.
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Hoofdstuk II
De initiale vraag naar duurzame consumptiegoederen
2.1 INLEIDING.
In de studie naar het groeiproces van het bezit van een
nieuw duurzaam consumptiegoed kunnen we in grote trekken
twee benaderingswijzen onderkennen.
De eerste benaderingswijze legt het accent op het evenwichts-
niveau van het bestand. In de comparatieve statica wordt het
waargenomen bestandsniveau in een periode beschouwd als het
evenwichtsniveau. Dit evenwichtsniveau wordt bepaald door
economische factoren. In de dynamische vraagtheorie wordt
verondersteld dat het evenwichtsniveau niet in 66n periode
bereikt wordt, maar in meerdere perioden. Daartoe wordt een
of ander eenvoudig groeiproces van het waargenomen bestands-
1niveau naar het evenwichtsniveau verondersteld
Aan de bovenstaande economische benaderingen ligt de veron-
derstelling ten grondslag dat de preferenties van de consu-
menten gelijk blijven.
In de tweede benadering staat de aard van het groeiproces
centraal. Vooropgesteld wordt dat er effecten op de groei
van het bestand zijn die niet door economische factoren
verklaard kunnen worden, maar het gevolg zijn van verschui-
vingen in de preferentieschalen van de consumenten.
Men maakt onderscheid tussen factoren, waarvan de waarden
door het groeiproces zelf bepaald worden en factoren die op
het groeiproces inwerken, maar waarvan de waarden onafhan-
1. A.C. Harberger (Ed.), The Demand for Durable Goods, Uni-
versity of Chicago Press, Chicago, 1960.
Richard Stone en D.A. Rowe, The Market Demand for Dura-ble Goods, Econometrica, 25 (1957), p.  423 - 443.
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kelijk zijn van de uitkomsten van het groeiproces.
Deze laatste factoren zullen we omgevingsfactoren noemen.
Behalve uit economische factoren kunnen deze ook uit b.v.
demografische en geografische factoren bestaan.
De waardebepaling van de eerstgenoemde factoren komt tot
stand door verschuivingen van de consumentenpreferenties.
De invloed van deze factoren op het groeiproces wordt het
best geanalyseerd door de omgevingsfactoren constant te
houden.
Een goed voorbeeld van een groeiproces is een epidemie. Een
deel van de ontwikkeling van een epidemie wordt verklaard
door factoren, waarvan de waarden door het groeiproces zelf
bepaald worden. Een epidemie herbergt krachten in zich,
waardoor het proces wordt voortgedreven.
Daarnaast zijn er ook omgevingsfactoren aan te wijzen, waar-
van de waarden onafhankelijk van het verloop van het proces
zijn.
B.v. de temperatuur, waarin het proces zich afspeelt; deze
2
kan het groeiproces vertragen of versnellen
Voor het groeiproces, waarbij de omgevingsfactoren constant
gehouden worden, wordt in het algemeen een of andere theo-
2. De groei van het bestand ten gevolge van factoren, die
door het groeiproces zelf bepaald worden, staat in de
literatuur bekend als het endogene groeiproces.
De veranderingen in het bestand die niet het gevolg zijn
van het endogene groeiproces, maar tot stand komen onder
invloed van omgevingsvariabelen, worden exogene groei ge-
noemd. Zie  b.v. W.F. Massy, Innovation and Market Pene-
tration, A Study in the Analysis of New Product Demand,
Massachusetts Institute of Technology, Oambridge, Mass.,
1960, p. 29.
H. Bonus, Die Ausbreitung des Fernsehens, Verlag Anton
Hain, Meisenheim am Glan, 1968, p. 10.
Wij zullen deze terminologie niet volgen, omdat de bete-
kenis van de termen endogeen en exogeen afhankelijk is
van de tak van wetenschap, waarin men de termen gebruikt.
In tegenstelling tot de door Massy en Bonus gehanteerde
terminologie, zijn in economische modellen alle niet-eco-
nomische factoren, zoals  b.v. de preferentieschalen van
de consumenten, exogeen, terwijl de economische factoren,
zoals prijs en inkomen, endogene variabelen zijn.
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retische trendfunctie verondersteld. De veranderingen ten
gevolge van de invloed van de omgevingsfactoren kunnen op
twee manieren in het model ingebouwd worden.
In de eerste methode tracht men de afwijkingen tussen de
theoretische en de waargenomen trend te verklaren uit de
3
veranderingen in de omgevingsfactoren
In de tweede methode, welke wij ook zullen volgen, laat men
de veranderingen in de omgevingsfactoren op de parameters
van de trend zelf inwerken.
Ter verkrijging van juiste schattingen van de effecten van
de omgevingsvariabelen, dient in beide gevallen de trend-
functie correct gespecificeerd te zijn.
Na een inleiding over de algemene karakteristieken van koop-
gedragsmodellen (paragraaf 2.2), komen in paragraaf 2.3 een
aantal groeimodellen aan de orde waarbij de omgevingsfacto-
ren constant gehouden worden. In enkele hiervan nemen we een
aantal omgevingsfactoren op (paragraaf 2.4).
2.2 ALGEMENE KARAKTERISTIEKEN VAN KOOPGEDRAGSMODELLEN.
Een model van de initiale markt voor duurzame consumptie-
goederen kan op twee manieren gerealiseerd worden.
Enerzijds kan men modellen voor het individuele koopgedrag
opstellen en samenvoegen, waardoor een model voor het geag-
gregeerde koopgedrag ontstaat. De eigenschappen van het ge-
aggregeerde model worden dan afgeleid uit veronderstellingen
betreffende het individuele koopgedrag.
Anderzijds kan men direct een model voor het geaggregeerde
koopgedrag construeren, uitgaande van veronderstellingen
betreffende het geaggregeerde koopgedrag.
Beide methoden, die eigen specifieke voordelen en beper-
kingen hebben, zullen door ons bezien worden.
3. P. de Wolff, The Demand for Passenger Cars in the United
States, Econometrica, f (1938), p. 113 - 129.
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Het koopgedrag is voornamelijk afhankelijk van de volgende
drie factoren 4.
a. Introductiekoopgeneigdheid.
Door de introductie van een nieuw duurzaam consumptiegoed
ontstaan verschuivingen in het indifferentiecurvensysteem
van de consumenten.
Het is in de economische theorie van het consumentengedrag
niet goed mogelijk gebleken de invloed van de introductie
van een nieuw produkt op het indifferentiecurvensysteem te
5
specificeren . Derhalve gaan wij niet uit van verschui-
vingen in het indifferentiecurvensysteem van de consument,
maar van de introductiegeneigdheid, welke wij definioren
als de individuele aankoopkans op het tijdstip van de in-
troductie van het betrokken produkt. Gegeven de inkomens-
en prijsverhoudingen op het introductietijdstip weerspie-
gelt de introductiekoopgeneigdheid de mate van aanpassing
van het geintroduceerde produkt aan de latente behoeften
van de individuele consument. Daar de populatie een hetero-
gene samenstelling heeft, d.w.z. dat de consumenten in vele
opzichten van elkaar verschillen, b.v. in demografisch, geo-
grafisch, educatief en socio-economisch opzicht, kunnen de
introductiekoopgeneigdheden van consument tot consument
verschillen. De introductie van wasautomaten en stofzuigers
zal beter passen in het behoeftenschema van grote gezinnen
dan in dat van kleine gezinnen. De introductie van diep-
4. Vergelijk: W.F. Massy, D.B. Montgomery, D.G. Morrison,
Stochastic Models for Buying Behavior, The M.I.T. Press,
Cambridge Massachusetts en London England, 1970, p. 275.
5. B.M.S. van Praag heeft in zijn proefschrift "Individual
Welfare Functions and Consumer Behavior, A Theory of Ra-
tional Irrationality", N.V. Noord-Hollandsche Uitgevers
Maatschappij, Amsterdam, 1968, een formele beschrijving
van een dynamische theorie van het consumentengedrag ge-
geven. In tegenstelling tot de klassieke theorie, die
uitgaat van een vaste verzameling goederen, gaat hij uit
van een variabele goederenverzameling. Een specificatie
van de vorm van de vraagfunctie ontbreekt nog. Zie ook
p. 21.
18
vriezers zal beter passen in de behoeften van gezinnen op
het platteland dan in die van gezinnen in de grote steden.
Het probleem van de formulering van de heterogeniteit van
de populatie ten aanzien van de introductiekoopgeneigdheid
kan op verschillende manieren worden aangepakt.
Indien er enkele specifieke kwantificeerbare determinanten
aan te wijzen zijn, die de grootte van de introductiekoop-
geneigdheid bepalen kan men de steekproef op basis van bo-
vengenoemde determinanten in enkele segmenten opsplitsen en
de parameters voor elk segment afzonderlijk schatten.
Indien b.v. het inkomen een belangrijke determinant van de
afzet van vaatwasmachines is, dan kan men de penetratie van
vaatwassers voor de hoge en lage inkomensgroepen afzonder-
lijk bestuderen.
Indien er geen specifieke kwantificeerbare vraagdeterminan-
ten aanwijsbaar zijn welke samenhangen met de heterogeni-
teit van de populatie ten aanzien van de introductiekoopge-
neigdheid, dan kan men veronderstellen dat de introductie-
koopgeneigdheid een variabele is, die een waarschijnlijk-
heidsverdeling volgt. De introductiekoopgeneigdheid van el-
ke huishouding uit de steekproef wordt dan gezien als een
aselecte trekking uit de bovengenoemde waarschijnlijkheids-
verdeling.
b. Voorafgaande aankopen.
In de marketingliteratuur wordt dikwijls gesteld dat de eco-
nomische theorie niet in staat is het probleem, van de va-
riabele consumentenpreferenties voor een produkt, goed aan
te pakken 6.
Toch bestaat er een economische theorie, die zich met dit
onderwerp bezighoudt. Deze is gebaseerd op de moderne theo-
rie van het consumentengedrag. Het uitgangspunt is het be-
hoeftenschema van de consument. Dit schema maakt het de con-
6. Zie b.v. D.E. Robinson, The Economics of Fashion Demand,
Quarterly Journal of Economics, 15 (1961), p. 376.
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sument mogelijk aan bepaalde combinaties van goederen indi-
viduele rangordes toe te kennen. Zijn nu de goederenprijzen
en het voor consumptie beschikbare inkomen bekend, dan ver-
onderstelt men, dat de consument het voor consumptie beschik-
bare inkomen aan die combinatie van goederen uitgeeft, die
hem het maximaal mogelijke nut, ofwel de maximale behoeften-
bevrediging verschaft. Met andere woorden, stel dat er n
goederen op de markt beschikbaar zijn, dat de prijzen resp.
pl'...'pn bedragen en dat het voor consumptie beschikbare
inkomen Yi is, dan koopt consument i van zijn inkomen Yi de
n goederen in zodanige hoeveelheden xl'...'x  dat zijn nuts-n
functie
Ui = ui (xl'0 o'xn)
maximaal is.
De gedachtengang is verder, dat de individuele nutsfunctie
verschuift door de invloed van reclame, kwaliteitsverbete-
ringen, de introductie van een nieuw produkt, e.d. Met dit
effect wordt rekening gehouden met het opnemen van een
7"shift" parameter a in de individuele nutsfunctie  :
ui = ui (xl'   'un' a)
Het beslissingsprobleem van de consument blijft het maxima-
liseren van zijn nutsfunctie, gegeven zijn inkomen Yi en de
prijzen Pl t/m Pn 
Massy heeft aangetoond dat de vraag tengevolge van variabe-
le preferenties niet bepaald kan worden door uitwerking van
deze grondgedachte, die geheel opgezet is in termen van de
7. G. Tintner, Complementarity and Shifts in Demand, Metro-
economica, 1 (1952), p. 1 - 4.
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comparatieve statica . Zijn conclusie is dat de kennis van
de "shift" parameter niet voldoende is om de wijzigingen in
een individuele vraagfunctie te verklaren.
Een dynamische economische theorie van het consumentenge-
drag, waaruit een vraagfunctie voor een nieuw duurzaam con-
sumptiegoed afgeleid kan worden, is in de literatuur niet
algemeen bekend 9.
De oplossing van het probleem van de toe- of afneming van
het gebruik van een produkt tengevolge van verschuivingen
in consumentenpreferenties is het veronderstellen van een
leergedrag aan de zijde van de consument. Het leerproces
houdt in dat de consument zijn koopgedrag aan een nieuw pro-
dukt aanpast.
Wat niet-duurzame produkten betreft kan gesteld worden , dat
de consumenten leren door ervaringen, opgedaan door het le-
zen van advertenties van het produkt, het zien van het pro-
dukt zelf, suggesties van anderen en tenslotte door het ko-
pen en gebruiken van het produkt. In een aantal modellen
van de vraag naar niet-duurzame consumptiegoederen (b.v.
Markovmodellen) wordt dan ook verondersteld dat de kans op
aankoop van een bepaald produkt afhankelijk is van de voor-
afgaande aankopen.
8. W.F. Massy, Innovation and Marketing Penetration, Massa-
chusetts Institute of Technology, Cambridge, Massachu-
setts, 1960, p. 44. Zie ook G.H. Haines Jr., Consumer
Behavior, Learning Models of Purchasing, The Free Press,
New York, Collier-Macmillan Ltd, London, 1969, p. 7 - 9.
9. In "Individual Welfare Functions and Consumer Behavior,
A Theory of Rational Irrationality", N.V. Noord-Holland-
sche Uitgevers Maatschappij, Amsterdam, 1968, p. 173 -
210, heeft B.M.S. van Praag een dynamische theorie van
het consumentengedrag ontwikkeld, waarbij de consument
zijn consumptiepatroon volgtijdelijk vaststelt. Daar een
aantal functies in het door hem ontwikkelde model niet
gespecificeerd kan worden, levert dit model niet een em-
pirisch te toetsen functie van de vraag naar een nieuw
consumptiegoed op.
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De aanpassing van het koopgedrag van de potentidle kopers
t.o.v. een nieuw duurzaam consumptiegoed geschiedt niet
door het kopen en gebruiken van het produkt, maar door het
zien van het produkt, het lezen van advertenties hierover
en doordat de bezitters een sociaal-psychologische druk uit-
oefenen op de niet-bezitters door de verschaffing van infor-
maties, het demonstreren van het produkt e.d.
De sociaal-psychologische druk ofwel de bekendheid met het
produkt wordt afgemeten naar het aantal contacten dat de
potentiole koper met het produkt heeft. In feite wordt ver-
ondersteld dat aan de aankoop een leerproces voorafgaat,
dat aangedreven wordt door middel van contacten. In de mo-
dellen van de vraag naar duurzame consumptiegoederen kan
zodoende verondersteld worden, dat de aankoopkans van een
bepaald gezin afhankelijk is van de aankopen die reeds door
andere gezinnen gedaan zijn.
Doorgaans zullen de potentidle kopers met een hoge intro-
ductiekoopgeneigdheid weinig contacten nodig hebben en de
potentiile kopers met een lage introductiekoopgeneigdheid
vele contacten om tot aankoop te besluiten.
c. Omgevingsfactoren.
In de literatuur is tot nu toe weinig rekening gehouden met
de invloeden van omgevingsfactoren.
Indien dit wel het geval is, wordt meestal het netto-effect
van deze invloeden op het koopgedrag als trendfactor in het
model opgenomen. Wij komen hierop terug in paragraaf 2.4.
2.3 HET GROEIPROCES VAN HET BEZIT VAN EEN DUURZAAM CONSUMP-
TIEGOED; OMGEVINGSFACTOREN CONSTANT.
2.3.1 Inleiding.
Voor de bepaling van het koopgedrag kan men uitgaan van
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a. de kans dat een bepaalde huishouding in een bepaald
tijdsinterval het betrokken produkt voor de eerste keer
koopt, of
b. de wachttijd voorafgaand aan een dergelijke aankoop, ge-
meten vanaf het tijdstip van introductie.·
Het eenvoudigst is de stochastische variabele "wachttijd
tot de eerste aankoop" als uitgangspunt te nemen.
Stel dat 1i de wachttijd tussen het introductietijdstip 0
en het tijdstip van de eerste aankoop is voor de i-de huis-
houding uit een populatie van G huishoudingen.
Definioren we Fi(t) als de verdelingsfunctie van ti dan is
F.(t)def p{t. < t} (2.3.1.1)1                                     -1
waarin t 2 0.
Verder stellen we dat Fi(t) een dichtheid fi(t) heeft:
dFi(t)
fi(t)
= (2.3.1.2)dt
welke voor alle t 2 0 differentieerbaar is.
De verdelingsdichtheid (2.3.1.2) is ook als volgt te schrij-
ven:
P{ti < t+h/ti Z t}
fi(t) = lim P ti & t} (2.3.1.3)hh+0
P(li < t+h/li & t} noemen wij een individuele initiale aan-
koopkans. Het is een voorwaardelijke kans, omdat een initi-
ale  aankoop  in het tijdsinterval  [ t, t+h) impliceert,  dat
in  de voorafgaande periode  [0,  t) geen aankoop heeft plaats-
gevonden.
P{ti & t} is de kans dat de i-de huishouding geen aankoop
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gedaan heeft  in het tijdsinterval [O,t) , ofwel  de  kans  dat
de i-de huishouding op tijdstip t nog potentiole koper is.
Er geldt:
P{tilt}=1 - Fi (t) (2.3.1.4)
voor alle t A 0.
In plaats van de van het tijdsinterval h afhankelijke
individuele initiale aankoopkansen definioren we de koopge-
neigdheidsfunctie:
P{ti < t+h/ti Z t}
Ki(t) def lim (2.3.1.5)hh+0
De verdelingsdichtheid van de wachttijd tot de eerste aan-
koop voor de i-de huishouding wordt hierdoor:
fi(t) = Ki(t) [1-Fi(t)] (2.3.1.6)
Hieruit volgt:
fi(t)
Ki(t)
= (2.3.1.7)
1-Fi(t)
De bovenstaande functies zijn alle individuele functies,
welke slechts dan kunnen worden geschat als men veronder-
stelt dat ze voor iedere huishouding gelijk zijn. Realisti-
scher is de veronderstelling dat de populatie heterogeen is.
Wij stellen daarom dat de populatie is onder te verdelen in
r klassen, zodanig dat de verdelingsfunctie van de wacht-
tijd tot de eerste aankoop voor elke huishouding in dezelf-
de klasse gelijk is en voor de huishoudingen in de verschil-
lende klassen verschillend.
Stellen we dat t de wachttijd tussen het tijdstip 0 en-(j)
het tijdstip van de eerste aankoop is voor een huishouding
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uit de j-de klasse, dan worden de verdelingsfunctie, de ver-
delingsdichtheid en de koopgeneigdheidsfunctie voor een huis-
houding uit de j-de klasse resp.:
F( )(t) =
P{t < t} (2.3.1.8)-(j)
dF (t)
f    (t) = (      = K (t) [1-F (t)] (2.3.1.9)(j) dt (j) (j)
f ( )
(t)
(2.3.1.10)K( ) Ct) = 1-F (t)(j)
Het aantal huishoudingen in klasse j stellen we op G .
Er geldt dus:
r
.I  G. = G (2.3.1.11)
J=1  J
Verder definioren we:
G.-1 (j =1...r) (2.3.1.12)
gj = G
Stel dat we aselect uit de gehele populatie een huishouding
trekken; geven we de klasse waartoe deze huishouding behoort
aan het 1 dan geldt:
gj = P{1 = j
} (2.3.1.13)
De wachttijd tot de eerste aankoop van de aldus bepaalde  i
geven we aan met t De verdelingsfunctie van de wacht--(j).
tijd tot de eerste aankoop van een willekeurig lid uit de
gehele populatie is dan:
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F(t) = P{t < t}
def
-(i)
r
= jai p{i=j} p{l < t/1 = j}
(1)
r
- j&1 P{i=j} P{t < t}-(j)
r
= jil gj F(j) (t) (2.3.1.14)
De verdelingsdichtheid van de wachttijd tot de eerste aan-
koop van een willekeurig lid uit de gehele populatie wordt:
dF(t) _
r
(2.3.1.15)f(t) = -at   - jil gj f(j)(t)
In plaats van de koopgeneigdheidsfunctie definidren we
de initiale aankoopfunctie als volgt:
K (t) d.efl:Lin P{1(i) <t+h/1(1) Z t}
h (2.3.1.16)h+0
Naar analogie van (2.3.1.7) volgt dan:
K(t) =
f(t)
(2.3.1.17)1-F(t)
Met behulp van (2.3.1.15), (2.3.1.9) en (2,3.1.14) kunnen
we de initiale aankoopfunctie als volgt herschrijven:
r
K(t) = jIl  (j)(t) gj [l-F(j)(t)1 (2.3.1.18)
jil gj [ 1-F (t)](j)
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De initiale aankoopfunctie op tijdstip t is te berekenen als
het gewogen gemiddelde van de koopgeneigdheden ( <  (t)) van
de resterende potenti&le kopers met als gewichten
de frac-
ties potenti8le kopers in de verschillende klassen, die op
tijdstip t nog over zijn (gj[ 1-F(j)(t)1).
Wij noemen x(t) de initiale aankoopfunctie, omdat deze voor
elk tijdstip t aangeeft de voorwaardelijke aankoopkans van
een willekeurige huishouding uit de gehele populatie, gege-
ven dat deze geen voorafgaande aankoop heeft gedaan.
De koopgeneigdheden K (t) in vergelijking (2.3.1.18) zijn,(j)
zoals we in paragraaf 2.2 gesteld hebben, afhankelijk van de
introductiekoopgeneigdheden, de voorafgaande aankopen en de
omgevingsfactoren.
De introductiekoopgeneigdheid van een huishouding uit de
j-de klasse definiaren we als volgt:
P{t < h/t      0}
K< )(0) def lim
-C  -(j) 6 (2.3.1.19)
h
h+0
Als maatstaf voor de invloed van de voorafgaande aankopen
op tijdstip t kunnen we de penetratiegraad nemen, d.w.z. de
fractie huishoudingen die reeds gekocht  hee f·_.
Indien B(t) het aantal huishoudingen voorstelt dat een exem-
10
plaar op tijdstip t bezit , dan is de penetratiegraad:
def B(t) (2.3.1.20)R(t)  =  -G
De penetratiegraad op tijdstip t is echter op het tijdstip
van introductie niet bekend. We kunnen wel met behulp van
10. Voorlopig abstraheren we van de mogelijkheid van het be-
zit van meer dan don exemplaar.
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het bovenstaande model de verwachte penetratiegraad bepalen.
Zoals we in het onderstaande aantonen, is deze gelijk aan de
verdelingsfunctie van de wachttijd tot de eerste aankoop
van een willekeurige huishouding uit de gehele populatie.
De kans dat een willekeurige huishouding gekocht heeft voor
tijdstip t is:
P{t < t} = F(t)
-(1)
Het complement van de bovenstaande kans is de kans dat een
willekeurige huishouding niet gekocht heeft voor tijdstip
t:
P{t >t} =1- F(t)
-(i) =
De kans dat Bt 11 willekeurige huishoudingen voor de eerste
keer gekocht hebben voor tijdstip t:
p ft = Bt} =  Gt   F(t)Bt [ 1-F(t)]
G-B
t
Het verwachte aantal bezitters op tijdstip t wordt:
G    /G \     Bt        G-B
&Bt
-
I Bt IB  F(t) [1-F(t)1 = GF(t)
t
Bt=0 \ t/
De verwachte penetratiegraad op tijdstip t is dus:
&B
&8 (t)    =-G     =   -2-- = F(t) (2.3.1.21)
-t          GF (t)
Blijkens de titel van deze paragraaf worden de omgevings-
11. De notatie is Bt omdat het bestand hier als een dis-crete grootheid beschouwd wordt.
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factoren constant gehouden. Het groeiproces van het bezit
van een duurzaam consumptiegoed, waarbij de omgevingsfacto-
ren variabel verondersteld worden, komt in paragraaf 2.4 aan
de orde.
Wij nemen nu aan dat er een functie k bestaat zodanig dat
K   (t) = k(K   (0), F(t)) (2.3.1.22)
geldt voor alle t 2 0.
Uit de substitutie van (2.3.1.22) in (2.3.1.18) volgt:
r
jjl k(K<j)(0),F(t))g [l-F( )(t)]
K(t) = (2.3.1.23)r
jEl gj [1-F(j)(t)1
De initiale aankoopfunctie K(t) verandert doorgaans in de
tijd omdat:
a. de K   (t) van de overgebleven potentiole kopers afhan-
gen   van   F  (t)
b. naarmate het groeiproces zich uitbreidt de samenstelling
van de resterende populatie verandert.
Indien er geen invloed van de voorafgaande kopers is zal
<(t) dalen omdat de potentiole kopers met hoge K(j)(0) bij
het voortschrijden van de tijd in sterkere mate uit de po-
pulatie van potentiole kopers zullen verdwijnen dan die met
lage    K        (0).
Indien er een positieve invloed uitgaat van de voorafgaande
aankopen is vooraf niet vast te stellen hoe de ontwikkeling
van 2(t) verloopt.
Is de spreiding van de introductiekoopgeneigdheid groot en
de invloed van de voorafgaande aankopen gering, dan kan
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K(t) in de tijd dalen. Is daarentegen de invloed van de
voorafgaande aankopen sterk positief en de spreiding van
S(0) gering, dan kan <(t) stijgen, totdat het groeiproces
verzadigd is.
In figuur 2.3.1.1 is het verband weergegeven tussen F(t),
f(t) en  (t) voor een heterogene populatie t.a.v. de intro-
ductiekoopgeneigdheid.
In dit voorbeeld is de koopgeneigdheidsfunctie K (t) =(j)
K   (0) + 0,4 F(t). Voor het bij figuur 2.3.1.1 behorende re-
kenvoorbeeld wordt verwezen naar appendix A.
Fig. 2.3.1.1. Het verband tussen F(t), f(t) en x(t) voor
een heterogene populatie; de koopgeneigdheids-
functie is Ki(t) = <i(O) + 0,4 F(t)
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Indien G, evenals het aantal klassen, groot is, kan men de
frequentieverdeling g  benaderen met een verdelingsdicht-
heid. Doordat volgens (2.3.1.22) de potentiole kopers alleen
ten aanzien van  (0) van elkaar verschillen, kunnen we deze
dichtheid aangeven met g(K(0)).
Tevens gaat hierdoor de verdelingsfunctie F (t) over in(j)
F(t/i(0)) en de verdelingsdichtheid fi(t) in f(t/ (0)).
De initiale aankoopfunctie wordt:
f, k(K(0), F(t)) [l-F(t/K(0)] 9(K(0))dE(0)
K(t) =
f [1-F(t/K(0))]g(<(0))dK(0)
(2.3.1.24)
Tot nu toe is aangenomen dat elke huishouding in de popula-
tie op het tijdstip van introductie een potentiole koper is.
De maximale penetratiegraad, ofwel de verzadigingsgraad M,
is dan gelijk aan 66n. In de praktijk blijkt echter, dat
voor de meeste duurzame consumptiegoederen M<1 geldt.
De initiale aankoopfunctie is dus slechts gedefinieerd voor
de deelpopulatie van potentiole kopers.
Doordat de verzadigingsgraad M constant in de tijd veronder-
steld wordt, moet de kring van potentiole kopers vanaf het
tijdstip van introductie vaststaan. Derhalve heeft elke po-
tentiole koper een  K (0)  >0 e n elke niet-potentiole koper
een x(0) = 0. 6· .  A...Sy .        '·t "9. ' '
De constante verzadigingsgraad M sluit de mogelijkheid uit
dat een op het tijdstip van introductie niet-potentiole ko-
per een potentiole koper wordt. Definidren we de initiale
aankoopfunctie voor de gehele populatie van potentiole ko-
pers (<(0) > 0) en niet-potentiole kopers (<(0) = 0) en ge-
ven we de voorwaardelijke aankoopkans van een willekeurige
potentiole koper op tijdstip t aan met <(t/K(0) > 0) en die
van een niet-potenti&le koper met i(t/,(0) = 0), welke ge-
lijk aan nul is, dan is de initiale aankoopfunctie op tijd-
stip t het gewogen gemiddelde van de voorwaardelijke aankoop-
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kansen van de overgebleven potentiole kopers en de niet-po-
tenti&le kopers:
<(t) =
[M-F(t)1 K(t/K(0) > 0) + [1-M}K(t/K(0) = 0)
[M-F (t) ]     +   [  1 -Ml
IM-F(t)1
=          K(t/K(0) > 0) (2.3.1.25)1-F (t)
We vatten deze subparagraaf 2.3.1 samen met het volgende
overzicht van formules:
Indien we F(t) als maatstaf voor de invloed van de vooraf-
gaande aankopen op tijdstip t nemen en het functionele ver-
band tussen ii(t) enerzijds en Ki(0) en F(t) anderzijds voor
elke potentiole koper gelijk veronderstellen, dan vinden we
analoog aan (2.3.1.22) voor de koopgeneigdheidsfunctie voor
potentiole koper i:
Ki(t) = k(Ki(0), F(t)) (2.3.1.26)
De verdelingsdichtheid van de wachttijd tot de eerste aan-
koop voor potentiole koper i is volgens (2.3.1.2) en
(2.3.1.6):
fi(t) =
dFi(t)
= Ki(t) [1-Fi(t)1 (2.3.1.27)dt
Voor het geval de koopgeneigdheid een continue stochasti-
sche grootheid is en de verzadigingsgraad kleiner dan 66n,
wordt de initiale aankoopfunctie voor een willekeurig
lid uit de deelpopulatie van potentiole kopers:
f  k(K(0), F(t))[1-F(t/K(0))]g(%(0))dK(0)
%(t/%(0) > 0) =
f [1-F (t/K (0))lg(%(0)) dx (0)
(2.3.1.28)
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Indien de koopgeneigdheid op elk tijdstip t voor iedere po-
tentiole koper gelijk wordt verondersteld, is de initiale
aankoopfunctie voor een willekeurig lid uit de deelpopula-
tie van potentiole kopers gelijk aan de koopgeneigdheids-
functie:
K(t/K(0) > 0) = Ki(t)
(2.3.1.29)
De initiale aankoopfunctie voor een willekeurig lid uit de
gehele populatie wordt volgens (2.3.1.25):
K(t) = (2.3.1.30)
[M-F(t)] K(t/K(0) > 0)
1-F(t)
Uit (2.3.1.15) en (2.3.1.17) volgt de verdelingsdichtheid
van de wachttijd voor een willekeurig lid uit de gehele po-
pulatie:
f (t)    =   Elf_ft)    =    K (t)    [  1 -F (t)] (2.3.1.31)dt
De verdelingsfunctie van de wachttijd tot de eerste aankoop
voor een willekeurig lid uit de gehele populatie, F(t), wordt
gevonden door de bovenstaande differentiaalvergelijking
(2.3.1.31) op te lossen.
2.3.2 Het exponentiEle model.
De eenvoudigste veronderstelling die men ten aanzien van de
koopgeneigdheidsfunctie kan maken is de veronderstelling dat
de koopgeneigdheid in de loop der tijd constant en voor el-
ke potentiole koper gelijk is. Geabstraheerd wordt dus van
de invloed van de voorafgaande aankopen.
De koopgeneigdheidsfunctie voor potentiole koper i wordt
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Ki(t) = Ki(O) = K(0) (2.3.2.1)
waarbij  (0) voor elke t&0 een willekeurig getal uit het
interval (0,1] is.
De verdelingsdichtheid van de wachttijd tot de eerste aan-
koop voor potentiole koper i is:
dFi(t)
f. (t) =i dt - K(0) [1-Fi(t)] (2.3.2.2)
De initiale aankoopfunctie voor de gehele populatie wordt,
rekening houdend met een verzadigingsgraad M < 1:
M-F(t)
I(t) = 1-F(t) K(0) (2.3.2.3)
De verdelingsdichtheid van de wachttijd tot de eerste aan-
koop voor elk willekeurig lid uit de gehele populatie wordt:
f (t) = 581 = ,(0) [M-F(t)1 (2.3.2.4)
De verdelingsfunctie van de wachttijd tot de eerste aankoop
van alle leden van de populatie, F(t), wordt gevonden door de
bovenstaande differentiaalvergelijking (2.3.2.4) op te los-
sen.
Scheiding van de variabelen geeft:
fdF (t)
J  M-F (t) =   K (0)      dt
- ln [M-F(t)] = %(0)t + Cl (waarbij Cl een constante is)
M-F(t) = C 2 e
-K (0) t
F(t) = M-C 2 e
-K (0) t
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De waarde van de constante C2 wordt bepaald met behulp van
de beginvoorwaarde
F(0) = 0
zodat
0 = M-C 2
waaruit volgt dat
C 2 = M.
Aldus is de verdelingsfunctie van de wachttijd tot de eer-
ste aankoop:
F(t) = M(1-e      )-K(0)t (2.3.2.5)
De exponentiole groeicurve heeft twee bogizentale asymptoten:9
.
lim F(t) = M (2.3.2.6
t+00
lim F(t) = 0 (2.3.2.7)
t+0
De verdelingsdichtheid wordt:
-K(0)t
f(t) = MK(0)e (2.3.2.8)
Uit de tweede afgeleide
f'  (t)    =   -MK (0) e (2.3.2.9)
2  -K(0)t
blijkt dat de exponentidle functie (2.3.2.5) geen buigpun-
ten heeft.
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In figuur 2.3.2.1 zijn de initiale aankoopfunctie, de verde-
lingsfunctie en de verdelingsdichtheid van het exponentiole
model weergegeven voor K(0) = 0,2 en  M = 1.
Fig. 2.3.2.1 Het exponentiole model voor M=1  en K(0) = 0,2
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2.3.3 Het gamma-exponenti8le model.
De introductie van een constante verzadigingsgraad M is equi-
valent met de veronderstelling  dat een gedeelte M vanB de
populatie een introductiekoopgeneigdheid E(0) = <(0) en een
gedeelte 1-M een introductiekoopgeneigdheid E(0) = 0
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12heeft
De populatie bestaat uit slechts twee homogene groepen,
waarvoor resp. geldt:
P(K(0)= K(0)} = M
P{E(0) = 0} = 1-M (2.3.3.1)
Het is realistischer te veronderstellen, dat de introduc-
tiekoopgeneigdheid een scala van waarden kan aannemen. Der-
halve stellen we dat E(0) een gamma-verdeling met parame-
ters a en X volgt:
9(K(0)) = -A'- e-XECO) K(0)a-1 (2.3.3.2)P(a)
Voor de gamma-verdeling geldt 0 4 K(0) < oe, terwijl strikt
genomen K(0) de waarde 66n niet te boven mag gaan, omdat
deze een kans representeert. Voor bepaalde parameterwaarden
zal de gammaverdeling toch een goede benadering geven voor
0 6 K(0) 4 1. In het vervolg van deze paragraaf zal hiervan
gebruik worden gemaakt.
De verwachting en de variantie van de gamma-verdeling zijn:
Ss(O) =  
a2(&(0)) = 12
X
Analoog aan (2.3.1.15) geldt, rekening houdend met de bo-
venstaande opmerking over de integratiegrenzen van de gam-
maverdeling:
12. F.J. Anscombe, Estimating a Mixed-Exponential Response
Law, Journal of the American Statistical Association,
56 (1961), p. 493 - 502.
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f(t) = SE f(t/K(0))9(K(0))dK(0) (2.3.3.3)
Wij veronderstellen nu fat f(t/K(0)) de exponentiole verde-
lingsdichtheid (2.3.2.1) is met M=l e n dat g(K(0)) de
gammaverdelingsdichtheid (2.3.3.2) is.
Deze functies gesubstitueerd in (2.3.3.3) leveren op:
f(t) = i- K(0)e-K(0)t __L-- e-AK(0) K(0)a-1 dK(0)
Jo        r(a)
= _11_ f- e-(t+A)K(0) I(0) dE(0)
r(ot) JO
CIO
a+1
= _AL r(a+1) r (t+A)    e-(t+A)K(0) I(0) d<(0).r (a) a+1 1 r(a+1)(t+A)    '
0
De uitdrukking achter de integraal is weer een gamme verde-
lingsdichtheid met parameters a+1 en t+A, welke geintegreerd
van  0   tot  w de waarde &6n oplevert.
Er resteert:
f(t) = (2.3.3.4)
ala
a+1
(t+A)
De verdelingsfunctie wordt:
't
F(t) = a Aa   (T+X) -a-1 dr
Jo
= - Aa(T+X)-alt
= 1 - Aa(t+X)-a
X    a
=     1      - (ETT) (2.3.3.5)
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De koopgeneigdheidsfunctie van het gamma-exponenti&le model
vinden we door de substitutie van (2.3.2.5) en (2.3.2.8) in
(2.3.1.7):
f(t/K(0)) _ K(0)e
-K(0)t
Ki(t) - 1-F(t/K(0))
-
e-<( )t
= K(0) (2.3.3.6)
Uit de substitutie van (2.3.3.4) en (2.3.3.5) in (2.3.1.17)
volgt de initiale aankoopfunctie:
K(t) = f(t) = a Aa(t+A)-a-1    a
1-F(t) Aa(t+x)-a  =
E+T (2.3.3.7)
Uit de vergelijkingen (2.3.3.6) en (2.3.3.7) blijkt dat
K (t) constant is, zoals oorspronkelijk gesteld in dit model,
maar dat K(t) daalt in de tijd. Indien t=0 geldt dat,
K (0)  = t
wat de verwachting van K(0) is. Dit is juist omdat op het
tijdstip 0 nog geen enkele huishouding het betrokken pro-
dukt gekocht heeft en derhalve uit de relevante populatie
geilimineerd is. Voor t + -, geldt dat K(t) + 0. Dit bete-
kent dat een huishouding die in een zeer lange tijdsperiode
niet gekocht heeft, een zeer lage koopgeneigdheid moet heb-
ben en derhalve het produkt ook in de nabije toekomst waar-
schijnlijk niet zal kopen.
Een bezwaar van vergelijking (2.3.3.5) is, dat deze altijd
naar 66n gaat voor t + -, terwijl de verzadigingsgraad klei-
ner dan 66n kan zijn.
In het geval dat er een groep niet-kopers bestaat, kan de
gamma-verdeling vanwege zijn unimodale vorm niet zowel de
hoge als de lage introductiekoopgeneigdheden goed aanpassen.
Indien de groep van niet-kopers groot genoeg is, zal de gam-
maverdeling de exponentiole vorm aannemen en de hoge intro-
ductiekoopgeneigdheden onderschatten (zie figuur 2.3.2.2).
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De verdeling van f(0) heeft dan geen piek voor 2(0) > 0,
wat geenszins behoeft aan te sluiten bij de realiteit.
Figuur 2.3.2.2 Verdeling van de introductiekoopgeneigdheden
in de populatie (-) en de aanpassing door de
exponentiole functie (---)
g(%10})
1 Ili -/0 \/.\V =ht-- 2---
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Deze moeilijkheid verdwijnt, indien de veronderstelling van
de heterogeniteit van de populatie ten aanzien van de intro-
ductiekoopgeneigdheid beperkt wordt tot dat deel van de po-
pulatie, dat potentieel koper is.
Derhalve worden nu de volgende veronderstellingen ten aan-
zien van de verdeling van de introductiekoopgeneigdheid ge-
maakt:
P{K(0) > 0} = M
9(K(0)) = -1-  e-AK(0) K(0)a-1 (K (0  > 0 r(a)
Dit betekent dat een gedeelte (1-M) van de populatie een in-
troductiekoopgeneigdheid s(0) = 0 heeft en derhalve uitge-
sloten wordt van de populatie van potentiole kopers, ter-
wijl de overige leden een introductiekoopgeneigdheid E(0)
hebben die gamma-verdeeld is met parameters a en X.
De verwachting van de gamma-verdeling voor de leden van de
deelpopulatie van potentiole kopers resp. van de gehele po-
pulatie wordt:
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&(K(0)/K(0)> 0) =  
&£(0)=Mt.
De varianties worden resp.:
a2(&(0)/%(0) > 0)  = 92X
02(K(0)) = &&(0)2 - (&&(0))2
= &(E(0)2/K(0) > 0)M - (&(<(O)/K(0) > 0))2M2
2
= „(„21) M - 12 M2
A              X
=  2.2  (1+a-aM).
X
Uit de bovenstaande overwegingen volgt:
f(t) = f(t/K(0) > 0)P{K(0) > 0} (2.3.3.8)
f(t/K(0) > 0) = f  f(t/K(0))9(K(0))dK(0)
a Aa
=              (zie verg. (2.3.3.4))a+1
(t+X)
P{E(0) > 0} = M.
We krijgen dus:
a X (2.3.3.4a)
a
f(t) = M
(t+X)
a+1
De onvoorwaardelijke verdelingsfunctie wordt verkregen door de
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integratie van (2.3.3.4a):
F(t) = M  1 - (1-) al (t 2 0) (2.3.3.5 a)Ct+X /    J
Gemakkelijk is te zien dat F(t) + M, als t + =.
De initiale aankoopfunctie wordt:
Ma Aa
a+1
K(t) =
(t+A)
A   a
1 -M[   1-  C ETA)      1
Ma X
a
=                                               (2.3.3.7a)a+1
(1-M)(1+A) +MAa(t+A)
De initiale aankoopfunctie voor de deelpopulatie met een in-
troductiekoopgeneigdheid I(0) > 0 is gelijk aan (2.3.3.7):
K(t/K(0) > 0) = E T ·
In figuur (2.3.2.3) zijn de initiale aankoopfunctie en de
verdelingsdichtheid weergegeven voor een heterogene populatie
met M = 0,9. Voor de deelpopulatie van potentiole kopers is
de introductiekoopgeneigdheid gamma-verdeeld met parameters
a = 4  en  A = 20. Hieruit volgt, dat & (K(0)/K(0) > 0) = 0,2
en 0(K(0)/,(0) > 0) = 0,5 & (x(0)/K(0) > 0).
Ter vergelijking zijn de initiale aankoopfunctie en de ver-
delingsdichtheid voor een homogene deelpopulatie van poten-
tiole kopers met M = 0,9  en  K(0) = 0,2  opgenomen. Zoals
uit de figuur blijkt, heeft de heterogeniteit in dit model
weinig invloed op de verdelingsdichtheid van de wachttijd
tot de eerste aankoop.
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Figuur 2.3.2 .3 Het gamma-exponentiole model met M = 0,9,
a = 4 en A = 20 (-) in vergelijking met
ECO) = 0,2 (--).
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2.3.4 Kritiek op de exponentiole modellen.
In dynamische economische theorieon wordt vaak van de expo-
13
nentiole groei uitgegaan . Het is een reEle veronderstel-
ling voor de veranderingen in het evenwichtsbestand van
reeds bekende goederen. Voor het uitbreidingsproces van ge-
heel nieuwe duurzame consumptiegoederen is het exponentidle
model minder geschikt. De veronderstelling, dat de koopge-
neigdheid van de potentiole kopers onafhankelijk is van de
mate van bekendheid van het goed en derhalve niet verandert
in de tijd, is niet reeol. De verdelingsdichtheid (2.3.2.6)
13. Richard Stone en D.A. Rowe, The Market Demand for Dura-
ble Goods, Econometrica, 25 (1957), p. 423 - 443.
A.C. Harberger (ed.), The Demand for Durable Goods, Uni-
versity of Chicago Press, Chicago 1960.
43
is een continu dalende functie in de tijd. Dit betekent , dat
de potentiole kopers in de periode vlak na de introductie
het meest kopen en dat in geen enkele daaropvolgende perio-
de de initiale aankopen het niveau van een eerdere periode
bereiken. Vlak na de introductie echter is het produkt voor
de meeste potentiole kopers nog onbekend. Zij moeten nog met
het produkt kennismaken en dit kost tijd. Derhalve moet de
mate van bekendheid met het goed in het model van het uit-
breidingsproces opgenomen worden.
2.3.5 Het logistische model.
Het eenvoudigste model dat rekening houdt met de mate van
14bekendheid met het produkt is het logistische model . Hier-
in wordt verondersteld, dat de invloed van de bekendheid met
het produkt, ofwel de sociaal-psychologische druk op niet-
bezitters, evenredig is aan de verwachte penetratiegraad,
welke volgens (2.3.1.24) gelijk is aan F(t).
De koopgeneigdheidsfunctie voor een potentiole koper i wordt:
Ki(t) = KiF(t) (2.3.5.1)
14. De logistische curve is in 1838 door P.F. Verhulst voor
het eerst beschreven. In Corr. Math. et Phys., publ. par
A. Quetelet, 10 (1838) p. 113 - 121 gebruikte hij de 10-
gistische curve ter beschrijving van de bevolkingsgroei.
De logistische curve kreeg echter pas na 1920 grote be-
kendheid door het werk van Pearl en Reed: Raymond Pearl
en Lowell J. Reed, On the Growth Rate of the Population
of the United States since 1790 and its Mathematical Re-
presentation, Proceedings of the National Academy of
Sciences, 6 (1920),p. 275. Behalve voor de prognose van
de bevolkiKgsgroei is de logistische curve gebruikt in
de theorie van de uitbreiding van epidemieon (zie b.v.
N. Bailey, The Mathematical Theory of Epidemics, London1957), als trend van de industriole produktie (zie Simon
Kuznets, Secular Movements in Production and Prices,
Boston, New York 1930, p. 64) en in de analyse van de
vraag naar nieuwe duurzame consumptiegoederen (voor het
eerst door P. de Wolff. De vraag naar personenauto's in
de Verenigde Staten, De Nederlandse Conjunctuur, 1936,
p. 18).
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Daar moet gelden
0 < Ki(t) = KiF(t) & 1
en F(t) maximaal gelijk wordt aan de op het tijdstip 0 be-
staande fractie potentiole kopers M, zijn de grenzen waar-
binnen <i gekozen kan worden:
0<Kij .
Vergelijking (2.3.5.1) impliceert dat Ki(0) = KiF(0). Dien-
tengevolge geldt:
F(0) > 0.
De verdelingsdichtheid van de wachttijd voor een potentiole
koper i is:
dFi(t)
fi(t)
=
=    K i F (t)    [  1-F i (t) ]
. (2.3.5.2)dt
In dit model wordt de koopgeneigdheidsfunctie voor elke po-
tentiole koper gelijk verondersteld. Hierdoor wordt de ini-
tiale aankoopfunctie van een willekeurig lid uit de gehele
populatie:
K(t) = EF(t). (2.3.5.3)
M-F  (t)
1-F(t)
De verdelingsdichtheid van de wachttijd tot de eerste aan-
koop wordt:
f(t) =df(t) = KF(t) [M-F(t)1 (2.3.5.4)dt
De vergelijking (2.3.5.4) is een zogenaamde differentiaal-
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vergelijking van Bernoulli. De oplossing hiervan wordt het
eenvoudigst gevonden door scheiding van de variabelen:
dF(t)
F(t)[M-F(t)1
= Kdt
1   j    fdF (t)       f dF (t)       1
M   j F (t)  JM-F (t) i = Kdt
ln F(t) - ln(M-F(t)) = KMt + C
M
F(t) =
1+  M-F(0)1 --KMt( )] =
M
=                                               (2.3.5.5)8-KMt1+e
waarbij:
B   =   ln    M-F (0)1( ]
De uitdrukking (2.3.5.5) is de vergelijking van de logisti-
sche curve.
De logistische curve heeft twee horizontale asymptoten:
lim F (t)  = M (2.3.5.6)
t+Co
lim F(t) = 0. (2.3.5.7)
t+-00
Tussen de beide asymptoten bestaat precies Oon buigpunt dat
gevonden kan worden door
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d2F ( : )    =    2M   dpit)    -    2    KF (t)    dfit)
dt dt dt
= K 2M2 F ( t ) - 3 K 2MF ( t ) 2 + 2 K 2F ( t )
3
(2.3.5.8)
gelijk aan nul te stellen.
Hieruit volgt de waarde van de verdelingsfunctie in het
buigpunt:
F(tb) =  (2.3.5.9)
Het tijdstip waarop het buigpunt bereikt wordt, vinden we
door de substitutie van vergelijking (2.3.5.9) in vergelij-
king (2.3.5.5):
t =L (2.3.5.10)b   KM
De waarde van f(t) in dit punt wordt verkregen door de sub-
stitutie van (2.3.5.9) in (2.3.5.4):
f(tb) =  
M2 (2.3.5.11)
In figuur (2.3.5.1) zijn de initiale aankoopfunctie, de ver-
delingsdichtheid en de verdelingsfunctie van het logistische
model weergegeven voor K = 0.4, M = 0.9 en F(0) = 0.01
(d.w.z. B = 4.489). De introductiekoopgeneigdheid is 0.004.
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Fig. 2.3.5.1 Het logistische model voor K = 0,4, M = 0,9 en
B = 4,489.
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152.3.6 Het semi-logistische model
Een onplezierige eigenschap van de logistische functie is,
dat deze het begin van het uitbreidingsproces niet kan be-
schrijven. Indien F(0) = 0, kan, zoals uit de koopgeneigd-
heidsfunctie (2.3.5.1) blijkt, het groeiproces nooit op gang
komen.
Deze moeilijkheid verdwijnt door de veronderstelling dat een
15. F. Graham Pyatt, Priority Patterns and the Demand for
Household Durable Goods, University of Cambridge, De-
partment of Applied Economics, Monograph nr. 11, Cam-
bridge, 1964, p. 72 - 74.
Frank M. Bass, A New Product Growth Model for Consumer
Durables, Management Science., 15 (1969) p. 215 - 227.
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individuele potentidle koper op het tijdstip 0 start met een
bepaalde koopgeneigdheid welke na het introductietijdstip
evenredig aan F(t) verandert:
Ki(t) = Ki(O) + KiF(t) (
2.3.6.1)
Hierin is de introductiekoopgeneigdheid een willekeurig ge-
tal  uit het interval   (0,1]  . Het model   laat  toe,   dat  de  in-
vloed van de sociaal-psychologische druk op de koopgeneigd-
heid van potentiole kopers negatief is, d.w. z. K. < 0.
1
Daar moet gelden
0 < Ki(t) = Ki(0) + KiF(t) & 1
en F(t) maximaal gelijk wordt aan de op het tijdstip 0 be-
staande fractie potentiole kopers M, zijn de grenzen, waar-
binnen  i gekozen kan worden:
K. (0) 1-Ki(O)
_ -M<K i 4   M   '
De verdelingsdichtheid van de wachttijd van een potentiole
koper i wordt:
dFi(t)
fi(t)
=
= [Ki(0) + KiF(t)][1-Fi(t)1 (2.3.6.2)dt
Stellen we de introductiekoopgeneigdheid en de invloed van
de sociaal-psychologische druk voor iedere potentiole koper
gelijk dan wordt de initiale aankoopfunctie, rekening hou-
dend met M < 1:
K(t) = [1(0) + KF(t)1
M-F(t) (2.3.6.3)1-F(t)
De verdelingsdichtheid van de wachttijd tot de eerste aan-
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koop voor een willekeurig lid uit de gehele populatie van
potentiole kopers en niet-potentiole kopers wordt:
dF(t)f(t) =-ar = [I(0) + KF(t)][M-F(t)1. (2.3.6.4)
De oplossing van de bovenstaande differentiaalvergelijking
wordt weer verkregen door scheiding van de variabelen:
dF(t)
[K(0) + KF(t)][M-F(t)] = dt
dF(t) dF(t)
.l  I it .1 + MI[ K (0)  +  KF (t)]     
| = |dt
J   [  I (0)    +    KM][M-F (t)1          J
1        F   M-F(t)    1
K(0) + KM LK(0) + KF(t) J
ln i 1=t+C.
De waarde van de integratieconstante C wordt bepaald met be-
hulp van de beginvoorwaarde F(0) = 0.
Hieruit volgt:
1C= - ln --M_K(0) + KM K(0)  
De verdelingsfunctie wordt:
M[  1 -e                                          1
-(K(0) + KM)t
F(t) = (2.3.6.5)
1 + -K-- M[e-(K(0)+KM)tlK(0)
De semi-logistische curve heeft een horizontale asymptoot:
lim F(t) = M (2.3.6.6)
t+Oo
en voor t=O i s
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F(0) = 0 (2.3.6.7)
De verdelingsdichtheid f(t) wordt gevonden door de substi-
tutie van (2.3.6.5) in (2.3.6.4):
2
M (<(0) + KM)  e-(K(0) + KM)t
f(t) = (2.3.6.8)K(0)
[l + KM   -(K(o) + KM) t12
K(0) e
De afgeleide van f(t) is:
M(K(0) + KM)3 e-(<(0) + KM)t   KM   -(K(0) + KM)t-11
f'(t) = K(0) rr51- 
e
I _EL a-(K(0) + KM)t + 113K(0) -
(2.3.6.9)
KM -(1(0) + KM)t = 1De functie f ' (t) = 0 indien  E-(-OT e
omdat voor t&0 e n d e toegelaten waarden van K(0) en K al-
le overige factoren positief zijn. Hieruit volgt:
ln _KM_
K(0)
tb = K(0)+ M
(2.3.6.10)
Voor  KM >  K (0) heeft de semi-logistische curve precies  6&n
buigpunt.
De maximale waarde van f(t) wordt dan gevonden door de sub-
stitutie van (2.3.6.10) in (2.3.6.8):
2
f(tb) =     4K
(K(0) + KM) (2.3.6.11)
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De waarde van de verdelingsfunctie in het buigpunt is:
F C"b)    "        (1   - S.( )) (2.3.6.12)
Indien th het tijdstip is, waarop de helft van de verzadi-
gingsgraad bereikt wordt, geldt:
F(th) = ·
Voor x(0) en M>O e n K M> x(0) geldt: F(tb) < F(th).
Hieruit volgt tb < th. Derhalve noemen wij de curve positief
dF(t)scheef. In deze context betekent dit, dat -ar- bij elke
F(t) > 0,5M geringer is dan bij de corresponderende
F(t) < 0,5M . Dit impliceert een positief derde moment.
16
Het omgekeerde behoeft niet waar te zijn.
In figuur 2.3.6.1 zijn de initiale aankoopfunctie, de ver-
delingsfunctie en de verdelingsdichtheid van het semi-logis-
tische model weergegeven voor K(0) = 0,05, K = 0,4 en M = 0.9.
16. A.D. Bain, The Growth of Television Ownership in the
United Kingdom, a log normal model, University of Cam-
bridge, Department of Applied Economics Monograph Nr. 12,
Cambridge, 1964, p. 16.
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Fig. 2.3.6.1 Het semi-logistische model met K(0) = 0,05,
K = 0,4 en M = 0,9.
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Voor   KM j  K (0) nadert de semi-logistische curve meer  tot
de exponentiole verdeling, naarmate K bij gegeven K(0) klei-
ner wordt. Indien K = 0, is de semi-logistische curve expo-
nentieel met parameter <(0).
Voor K(0) = 0 is de semi-logistische curve de logistische
curve.
Beide legistische curves impliceren een homogene populatie.
Impliciet wordt verondersteld:
voor het logistische model
PCECO) = 2(0) > 0  = M
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P{<(0) = 0} = 1-M
en voor het semi-logistische model
P{K(0) = K(0) > 0/K 0 0} = M
P{E(0) = 0} = 1-M.
Het lijkt redelijk om, evenals bij het gamma-potenti&le mo-
del, gamma-dichtheden in te voeren voor I(0) in het logis-
tische model en voor L(0) en s in het semi-logistische mo-
del. Er wordt dan impliciet rekening gehouden met de hete-
rogeniteit van de populatie. Praktisch is dit echter moei-
lijk uitvoerbaar, omdat er geen gesloten uitdrukkingen be-
kend zijn van een gamma-logistisch resp. een gamma-semi-10-
gistisch model.
2.3.7 Kritiek op de logistische modellen.
Er is gesteld dat de koopgeneigdheidsfunctie een functie is
van de bekendheid van het produkt. Deze bekendheid kan weer-
gegeven worden als een functie van F(t). Massy interpreteert
F(t) als een verzameling "leercomponenten . Hoe meer ini-„ 17
tiale aankopen gerealiseerd zijn, hoe bekender het produkt
en hoe gemakkelijker het besluit tot aankoop valt. Na een
bepaald aantal contacten komt de aankoop tot stand als slot
van het leerproces. In het logistische model wordt veron-
dersteld, dat het aantal contacten evenredig is aan F(t).
Het model beschrijft een groeiproces, waarbij de drijvende
kracht, uitgeoefend op een aantal huishoudingen, gevormd wordt
door een aantal contacten of koopimpulzen dat gelijk aan
KF(t) is.
17. William F. Massy, Innovation and Market Penetration, A
Study in the Analysis of New Product Demand, Massachu-
setts Institute of Technology, Cambridge, Mass., 1960,
p. 34.
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De kans dat een huishouding ontvankelijk is voor bovenbe-
schreven invloeden m.a.w. de kans dat de huishouding een po-
tentiole koper is, is gelijk aan M-F(t).
18Bonus heeft er op gewezen, dat F(t) als maatstaf voor
het aantal contacten niet geschikt is. Het aantal contacten
dat plaatsgevonden heeft voor de aankoop is volgens hem
evenredig aan f, F(T)dr en niet aan F(t) = St f(r)dT.
Het aantal contacten is dus niet alleen een functie van de
op een bepaald moment bereikte penetratiegraad, maar boven-
dien van de penetratiegraad van alle aan dat moment voor-
gaande perioden. Alleen onder de speciale veronderstelling
dat in elke periode de nieuw gekochte exemplaren vruchtbare
d.w. z. het leerproces voortstuwende contacten opleveren, is
het aantal contacten evenredig aan F(t).
Het logistische model is een zuiver contactmodel. Dit im-
pliceert, dat het groeiproces niet vanaf het tijdstip van in-
troductie verklaard kan worden. Het semi-logistische model
is in dit opzicht vollediger, omdat hierin het bestand van-
af het introductietijdstip verklaard wordt door een voor
alle potentiole kopers expliciet gedefinieerde introductie-
koopgeneigdheid d.w. z. een op het introductietijdstip be-
staande kans op aankoop, welke zonder de invloed van enige
sociaal-psychologische druk bepaald wordt.
Een nadeel van de logistische modellen is, dat de gedefi-
nieerde koopgeneigdheidsfunctie voor iedere potentiole ko-
per gelijk is. Uit de initiale aankoopfunctie (2.3.3.7a)
van het gamma-exponentiole model, waarin een heterogene
introductiekoopgeneigdheid verondersteld is, blijkt , dat
de eerste kopers gemiddeld een hogere introductiekoopge-
neigdheid hebben dan latere kopers. Met dit effect kan in
het semi-logistische model rekening gehouden worden door
18. Holger Bonus, Die Ausbreitung des Fernsehens, Verlag An-
ton Hain, Meisenheim am Glan, 1968, p. 20.
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hierin de gemiddelde introductiekoopgeneigdheid van de op
een bepaald tijdstip t overgebleven potentiole kopers als
een dalende functie van t op te nemen. De initiale aankoop-
kans is dan de resultante van twee tegengesteld op elkaar
inwerkende factoren, nl. de gemiddelde introductiekoopge-
neigdheid van overgebleven potentiole kopers die afneemt
naarmate F(t) toeneemt en het aantal contacten, dat stijgt
naarmate F(t) toeneemt. Aanvankelijk komen de aankopen tot
stand door een gemiddeld grote introductiekoopgeneigdheid
van potentidle kopers en weinig contacten en later door een
gemiddeld geringe introductiekoopgeneigdheid van potentiole
kopers en vele contacten.
2.3.8 Het Gompertz-model en verwante modellen.
2.3.8.1 Inleiding.
In deze paragraaf worden een viertal modellen behandeld,
die nauw aan elkaar en in zeker opzicht ook aan het logis-
tische model verwant zijn. Achtereenvolgens komen aan de
orde:
het Gompertz-model (2.3.8.2)
het Johnson-model (2.3.8.3)
het log-inverse model (2.3.8.4)
het gegeneraliseerde log-inverse model (2.3.8.5)
In de praktijk worden met name het Gompertz- en het log-in-
verse model veel gebruikt, omdat ze dikwijls een goede aan-
passing aan de vraagontwikkeling geven. Daar de uitgangs-
punten van de Gompertz en verwante modellen anders zijn dan
die van paragraaf 2.3.1, kan de tot nu toe gevolgde gedach-
tengang niet gehandhaafd blijven. Wel wordt in de kritiek
van paragraaf 2.3.9 een interpretatie van de bovengenoemde
modellen in de terminologie van paragraaf 2.3.1 gegeven.
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2.3.8.2 Het Gompertz-model.
B. Gompertz introduceerde de naar hem genoemde curve in een
voordracht, gehouden voor de Royal Society in 1825. Hij ge-
bruikte zijn model voor de samenstelling van een sterfteta-
fel. Zijn uitgangspunt was dat de dood o.a. het gevolg is
van een toenemend onvermogen om vernietiging te weerstaan.
In concreto stelde hij, dat de gemiddelde uitputting van
iemands vermogen de dood te weerstaan zodanig is, dat aan
het eind van gelijke oneindig kleine tijdsintervallen ge-
lijke delen van de aan het begin van deze intervallen res-
terende kracht verloren gaan 19.
Indien we het bovenbedoelde weerstandsvermogen op een be-
paalde leeftijd aanduiden met W(r), dan geldt:
-dW(T) (2.3.8.2.1)=   B W(T)dt
waarin B een constante uit het interval (0,1) is.
Hieruit volgt door scheiding van de variabelen:
C 2illl  =   -   B dtI j W(T)
ln W(T)= - BT + C
W(T) = e-BT+C
= DbT (2.3.8.2.2)
waarin ec =D>0
1    -B
e n e<e = b < 1.
19. Zie: Harold T. Davis, The Analysis of Economic Time Se-
ries, The Principia Press of Trinity University, San
Antonio, Texas, 1963, p. 20.
57
Geven we de leeftijd aan met het symbool I en het aantal
levende personen met leeftijd T uit een gegeven initiale
bevolking met OT dan wordt de voorwaardelijke kans op over-
lijden in het tijdsinterval [T, T+h):
P{I < T+h/1 & T} = - OT h-OT
20
(2.3.8.2.3)
T
Stellen we, dat h continu varieert en dat de limiet voor
h + 0 voor elke   bestaat, dan geldt:
P{T < T +h/1 & T }
lim -  1 - do(T)
h 0(T) dTh+0
Volgens de veronderstelling van Gompertz geldt:
d O(T)
5(T)- = -w (T)dr
= -Dbrdr (2.3.8.2.4)
Integratie geeft:
-ln D(T) = ..2-bT +C1n b
br
0(T) = Ka (2.3.8.2.5)
Hierin is
K=e C>0
en omdat D>O e n l n b<0 , geldt
20. De onderindex i is hier weggelaten, omdat de overle-
vingskansen voor iedereen gelijk worden verondersteld.
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D
1n ba=e >1
zodat de oorspronkelijke Gompertz-functie (2.3.8.2.5) een
dalende functie in de tijd is.
In het onderstaande interpreteren we de gedachtengang van
Gompertz voor het geval dat er een toenemend bezit van een
duurzaam consumptiegoed is. Daartoe stellen we, dat er een
zekere weerstand tegen het nieuwe produkt bestaat. Hoe
sterker de weerstand is, hoe langer het duurt voordat een
potenti&le koper tot aankoop besluit. Het gemiddelde weer-
standsvermogen op tijdstip t, ((t), neemt, evenals het
weerstandsvermogen W(T) in het oorspronkelijke Gompertz mo-
del, als volgt af:
drft) = BE (t) (2.3.8.2.6)dt
Integratie geeft:
4(t) = Dbt (2.3.8.2.7)
Geven we de wachttijd tot de eerste aankoop aan met t en
het bestand op tijdstip t met Bt' dan wordt de kans op eer-
ste aankoop naar analogie van (2.3.8.2.3):
Bt+h-Bt
P{t < t+h/1 2= t} =
Bt
Stellen we dat h continu varieert en dat de limiet voor
h+0 voor elke t bestaat, dan geldt:
59
P{t < t+h/t & t}               21
lim =     -1     -    Slpit)
h+0        h B(t) dt
1   dR(t)
RCE) dt (2.3.8.2.8)
Op het tijdstip van introductie is de fractie huishoudingen,
die op tijdstip t gekocht zal hebben, niet bekend. Het is
echter wel mogelijk om de verwachte penetratiegraad &8(t)
te bepalen. Deze is volgens (2.3.1.21) gelijk aan F(t). Men
kan nu stellen:
P{t < t+h/t > t}
lim - =    =  1   dF(t) (2.3.8.2.8)
h+0        h F(t) dt
Volgens de veronderstelling van Gompertz geldt:
dF(t)
F(t)
- = E(t)dt
= Dbtdt (2.3.8.2.9)
Integratie geeft:
ln   F(t)   =  1*-sbt   +   C
F(t) = e
1-lbt     +    C
De waarde van de constante C wordt bepaald met behulp van
de  voorwaarde dat F (t)  + M indien  t  + m. Hieruit volgt dat
ec = M.
21. Geabstraheerd wordt hier van de discontinuIteit in ge-
bruik c.q. gebruikers.
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De verdelingsfunctie wordt:
t
F(t) = Mab (2.3.8.2.10)
D
Inb
waarbij 0<a<e < 1.
Vanwege de boven aangegeven grenzen van a is (2.3.8.2.10)
een stijgende functie in de tijd. In deze vorm wordt de
Gompertz-curve veel toegepast voor de aanpassing aan de pe-
netratiegraad van het bezit van duurzame consumptiegoederen.
De Gompertz-curve heeft twee horizontale asymptoten:
lim F(t) = M (2.3.8.2.11)
t+Co
lim F(t) = 0 (2.3.8.2.12)
t+-00
In dit opzicht vertoont de Gompertz-curve gelijkenis met de
logistische curve.
De eerste afgeleide is:
dF(t)              t
-dE- = ln(a)ln(b)b F(t)
/F (t))
= ln(b)lnER  F(t) (2.3.8.2.13)
De tweede afgeleide is:
2
d : (2) . l.'(b),1,)'.(Sit))[l.(5(t)) + 1]
(2.3.8.2.14)
Stellen we (2.3.8.2.14) gelijk aan nul dan zien we dat er
een buigpunt bestaat, indien
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/F(t ))
in<-Mb  /+  1  - 0 (2.3.8.2.15)
Uit (2.3.8.2. 15) volgt:
F(tb) =  (2.3.8.2.16)
Door de substitutie van (2.3.8.2.16) in (2.3.8.2.10) vinden
we:
t = (2.3.8.2.17)
-ln(-ln a)
b      ln b
De helft van de verzadigingsgraad is bereikt als
F(t) = .
M MDaar y>E' geldt: th > tb. De curve is dus positief scheef.
De waarde van f(tb) wordt verkregen door substitutie van
(2.3.8.2.16) in (2.3.8.2.13):
Mln b
f (tb) = -e (2.3.8.2.18)
In figuur 2.3.8.2.1 zijn de verdelingsfunctie en de ver-
delingsdichtheid van het Gompertz-model weergegeven voor
M = 0,9, a = 0,011 en b = 0,7. Uit de gegeven waarden voor
M en a volgt: F(0) = 0,01.
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Fig. 2.3.8.2.1 Het Gompertz-model met M = 0,9, a = 0,011 en
b = 0,7.
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222.3.8.3 Het Johnson-model
In het Johnson-model wordt verondersteld dat het gemiddelde
weerstandsvermogen in de populatie van potentiole kopers
zich als volgt ontwikkelt:
bE (t) = (2.3.8.3.1)
(a-bt)2
22. Norris 0. Johnson, A Trend Line for Growth Series, Jour-nal of the American Statistical Association, 30  (1935)
p. 717;
Norris 0. Johnson, A Trend Line for Growth Series, Fur-
ther Remarks, Journal of the American Statistical Asso-
ciation, 11 (1936) p. 731.
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Hierin i s a<O,b>O e n t l 0.
Volgens de veronderstelling van Johnson is:
dF(t) _ bdt
-TIET - (2.3.8.3.2)
(a-bt)2
Integratie van (2.3.8.3.2) geeft:
1n F (t) = FEE + c
F(t) = e
a=EE + C
De waarde van de constante ec wordt bepaald met behulp van
de voorwaarde F(t) + M als t + -; hieruit volgt:
ec = M.
De verdelingsdichtheid wordt:
1
FC t)    =   Med-Et (2.3.8.3.3)
De tweede afgeleide is:
d2F<t) = 2b2F(t)     b   dF(t)
2  dtdt (a-bt) (a-bt)
= 2b2F(t     b2F(t)
(a-bt) (a-bt)4
- b2(a-bt)-4 F(t){2(a-bt) + 1} (2.3.8.3.4)
Vergelijking (2.3.8.3.4) is nul indien
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2(a-bt) +1=0.
Er bestaat &en buigpunt:
t  = 2_a+1 =2+ 1 (2.3.8.3.5)b 2b b   2b
Daar de Johnson-curve gedefinieerd is voor het tijdsinter-
val  [ 0,=)  moeten,  voor het bestaan  van een buigpunt  in  dit
tijdsinterval, de in (2.3.8.3.1) aan de parameter a opgeleg-
de grenzen vernauwd worden tot het interval (- 4, 0).
Door de substitutie van (2.3.8.3.5) in (2.3.8.3.3) vinden
we:
F (tb)    = Mi (2.3.8.3.6)e
De helft van de verzadigingsgraad wordt bereikt als
F(th) = •
Daar F(tb) < F(th)' is tb < th. De Johnson-curve is dus po-
sitief scheef.
Uit de substitutie van (2.3.8.3.3) in (2.3.8.3.2) volgt:
1
bM a-bt
f(t) = 2 e (2.3.8.3.7)
(a-bt)
Door de substitutie van (2.3.8.3.5) in (2.3.8.3.7) vinden
we:
f (tb)    =   1 M    .e
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In figuur 2.3.8.3.1 is het Johnson-model weergegeven voor
M= 0,9, a= - 0,217 en b= 0,3. Uit de gegeven waarden
voor M en a volgt F(0) = 0,01.
Fig. 2.3.8.3.1 Het Johnson-model voor M = 0,9, a = 0,217,
b = 0,3.
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2.3.8.4 Het log-inverse model
In het log-inverse model wordt verondersteld dat het gemid-
delde weerstandsvermogen in de populatie van potentiole ko-
pers zich als volgt in de tijd ontwikkelt:
23. S.J. Prais en H.S. Houthakker, The Analysis of Family
Budgets, University of Cambridge, Department of Applied
Economics, Monograph Nr. 4, Cambridge, 1955, p. 87.
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6 (t) =
 2
(2.3.8.4.1)
Hierin is d>O e n t>0.
Verder wordt verondersteld dat
dF(t) = d_ dt (2.3.8.4.2)
-FE)     t:2
Integratie geeft:
ln F(t)=-t+C
d
F(t) =e-t+C
De waarde van de constante ec wordt bepaald met behulp van
de voorwaarde F(t) + M als t + =. Hieruit volgt:
ec = M.
De log-inverse verdelingsfunctie wordt:
d
--
F(t) = Me  t                                       (2.3.8.4.3)
De log-inverse curve heeft &&n horizontale asymptoot:
lim F (t)  = M (2.3.8.4.4)
t+00
Voor t=0 geldt:
f(0) = 0 (2.3.8.4.5)
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Uit
2                             2d F(t) _ -2d        d- -F(t) +2 3                 IT F
(t) (2.3.8.4.6)
dt      t
volgt, dat er precies &an buigpunt bestaat. Het tijdstip
waarop dit buigpunt bereikt wordt vinden we door (2.3.8.4.6)
gelijk aan nul te stellen:
tb =
 
(2.3.8.4.7)
De functiewaarde op dit tijdstip volgt uit de substitutie
van (2.3.8.4.7) in (2.3.8.4.3):
F (tb)  = MY (2.3.8.4.8)e
Daar F(tb) < F(th)' is tb < th. De curve is derhalve posi-
tief scheef.
Door de substitutie van (2.3.8.4.3) in (2.3.8.4.2) vinden
we:
d
dM  - t
f(t) = -2 e (2.3.8.4.9)
t
De waarde van de bovenstaande afgeleide in het buigpunt van
F(t) is:
4M
f(t ) = --- (2.3.8.4.10)b 2
de
In de logaritmische vorm
ln F(t) = ln M - d l (2.3.8.4.11)t
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is het model gemakkelijk empirisch te toetsen.
De vergelijking (2.3.8.4.11) staat bekend als de log-inver-
se functie van Prais en Houthakker.
-L
Stelt men in het Johnson-model d=b e n a=0, dan verkrijgt
men het log-inverse model. Het log-inverse model is dus een
bijzonder geval van het Johnson-model.
2.3.8.5 Het gegeneraliseerde log-inverse model.
Het log-inverse model kan gegeneraliseerd worden door te
stellen:
6(t) = d.tk (2.3.8.5.1)
waarin k < -1 en t, d > 0.
We krijgen de volgende differentiaalvergelijking:
dpill = dt dtk
F(t)
(2.3.8.5.2)
Integratie geeft:
ln  F (t)  =  k tk+1 +C
d  tk+1 + Ck+1
f(t) = e
CDe waarde van de constante e  wordt gevonden met behulp van
de voorwaarde dat F(t) + M als t + =.
Hieruit volgt:
M=ec.
De verdelingsfunctie wordt:
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d  tk+1k+1
F(t) = Me (2.3.8.5.3)
Door de tweede afgeleide
d2F (t) k-1
2   = dkt F(t) + d2 t2k F(t) (2.3.8.5.4)
dt
gelijk aan nul te stellen, vinden we, dat er een buigpunt
bestaat op het tijdstip
1
(_ d)-271
tb = k (2.3.8.5.5)
De functiewaarde op dit tijdstip is:
k
--
F(tb)
= Me (2.3.8.5.6)
k+1
Daar F(tb) < F(th) voor alle toegelaten waarden van k, be-
staat de gehele klasse curven van de vorm
d- tk+1
k+1F (t)  = Me uit positief scheve curven. Hoe kleiner
de waarde van k, hoe positiever scheef de curven zijn.
Uit de substitutie van (2.3.8.5.3) in (2.3.8.5.2) volgt:
d   tk+1
f(t) = dMtk e (2.3.8.5.7)
k+1
De waarde van (2.3.8.5.7) op het tijdstip tb is:
kk
f (tb) = dM (- ) e (2.3.8.5.8)
k+1 -]EFT
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In de figuur 2.3.8.5.1 is het gegeneraliseerde log-inverse
model weergegeven voor M = 0,9 en d = 6; voor k zijn twee
waarden genomen nl. -2 en -2,5. Voor k = -2 is het gegenera-
liseerde log-inverse model gelijk aan het log-inverse model
van paragraaf 2.3.8.4.
Fig. 2.3.8.5.1 Het gegeneraliseerde log-inverse model voor
M= 0,9, d=6 e n k= -2 resp. -2,5.
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2.3.9 Kritiek op de Gompertz- en verwante modellen.
De Gompertz-groeifunctie heeft een zekere verwantschap met
de logistische functie. Dit blijkt uit de respectievelijke
differentiaalvergelijkingen. De differentiaalvergelijking
van de logistische functie is vergelijking (2.3.5.4), die
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te schrijven is als:
dI-(11= CF(t)[M-F(t)] , waarbij C=K (2.3.9.1)dt
De differentiaalvergelijking van de Gompertz-curve is ver-
gelijking (2.3.8.2.13) welke te schrijven is als:
51.&1 = CF(t)[ln M-ln F(t)1 , waarbij C= -l n b(2.3.9.2)
In de plaats van het verschil tussen M en F(t) in de logis-
tische functie komt in de Gompertz-functie het verschil van
de logaritmen van beide grootheden.
De differentiaalvergelijkingen van het Johnson-model en de
log-inverse modellen vertonen weer veel overeenkomst met die
van het Gompertz-model.
Uit de Johnson-functie (2.3.8.3.3) volgt:
ln F(t) = ln M+ a Et
waaruit volgt dat
1a-bt = ln F(t) - ln M.
Indien de bovenstaande uitdrukking voor S EE gesubstitueerd
wordt in (2.3.8.3.2), krijgen we de volgende differentiaal-
vergelijking:
5i·&1 = CF(t)[ln M- ln F (t)] 2, waarin C=b (2.3.9.3)
In de plaats van ln M- ln F(t) in de differentiaalvergelij-
king van de Gompertz-curve staat in de differentiaalverge-
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lijking van Johnson dezelfde uitdrukking in het kwadraat.
De log-inverse groeifunctie is de Johnson-groeifunctie voor
1
a=Oend=b.
De differentiaalvergelijking van het log-inverse model is
dan ook gelijk aan die van het Johnson-model:
 111 = CF(t)[ln M- ln F(t)12, waarin C= (2.3.9.4)dt
Uit de gegeneraliseerde log-inverse groeifunctie (2.3.8.5.3)
volgt, dat
1
t =  {1 1  [ln F (t)  -  ln M]  k+1  .
Dit gesubstitueerd in de differentiaalvergelijking
(2.3.8.5.2) geeft:
k
k+1dE-(tl  =   CF (t) [  ln   M-   ln F(t) ] (2.3.9.5)dt
k
k+1 k+1
waarbij C = d(- -d-)
Empirisch gezien, hebben alle in de paragraaf 2.3.8 behan-
delde groeifuncties het voordeel, dat ze positief scheef
(kunnen) zijn. Daar in de praktijk de ontwikkeling van de
penetratiegraad van het bezit van duurzame consumptiegoede-
ren veelal een positief scheve curve volgt, kunnen de ge-
noemde modellen goede aanpassingen geven. De functiewaarden
van de logistische en de Gompertz- en verwante curven in het
buigpunt vergelijkend, kunnen we stellen, dat de logisti-
sche functie symmetrisch is (F(tb) =  ) ' de Johnson- resp.
de log-inverse curve   (F (tb)  = -2) Positiever scheef  zijne
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dan de Gompertz-curve (F(tb) =  ) en dat het gegeneraliseer-
k
de log-inverse model (F(tb) = Me )een scala van positief
k+1
scheve curven kan aannemen naargelang de waarde van k.
Dit betekent o.a. dat de Johnson- resp. de log-inverse cur-
ve langzamer de verzadigingsgraad nadert dan de Gompertz-
curve, die op zijn beurt de verzadigingsgraad langzamer na-
dert dan de logistische curve. Het log-inverse model heeft,
wiskundig gezien, plezieriger eigenschappen dan het Johnson-
model: de log-inverse groeifunctie is gedefinieerd voor
t & 0, terwijl het Johnson-model het begin van het groeipro-
ces niet beschrijven kan. Een vervelende eigenschap van de
Gompertz-, Johnson- en de log-inverse functie is, dat het
tijdstip, waarop het buigpunt bereikt wordt, in een vaste
verhouding tot de verzadigingsgraad staat. In alle gevallen,
waarin geen duidelijk verband tussen de maximale waarde van
 11 en de verzadigingsgraad bestaat,  is deze eigenschap
ongewenst. Door het opnemen van een extra parameter k in de
functie van het gemiddelde weerstandsvermogen in het log-
inverse model bereikt men, dat het tijdstip van het berei-
ken van het buigpunt flexibel wordt. De gegeneraliseerde
log-inverse curve is derhalve meer geschikt voor algemeen
gebruik.
De hierboven behandelde modellen kunnen ook in de termino-
logie van paragraaf 2.3.1 geInterpreteerd worden. Er van uit-
gaande dat de kans op aankoop gelijk is aan de afneming van
het gemiddelde weerstandsvermogen in de populatie van poten-
tiole kopers geldt in het continue geval:
dF(t)
FTET = 4(t)dt (2.3.9.6)
Voor het gemiddelde weerstandsvermogen is een dalende func-
tie in de tijd verondersteld. In het Gompertz-model b.v.
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6(t) = Dbt (2.3.9.7)
Wat is de betekenis van de bovenstaande veronderstellingen
in termen van de in paragraaf 2.3.1 gegeven begrippen?
Uit (2.3.9.6) en (2.3.9.7) volgt:
dL<31 = Dbt F(t)dt
= Db [M-F(t)] (2.3.9.8)t   F(t)
M-F(t)
Hieruit volgt de initiale aankoopfunctie:
K  (t)    =   Dbt _Lft) (2.3.9.9)M-F(t)
F(t) ,
Indien de factor M-F(t  ue invloed van de sociaal-psycholo-t
gische druk weergeeft, kan de betekenis van de factor Db
als volgt gevonden worden:
1      F(t)
f %(0) [1-F (t/K (0))]g(K (0)) d K (0)
0 M-F(t) (2.3.9.10)K(t) = 1f [l-F(t/K(0))1 9(K(0))dK(0)0
f  K(0) [l-F(t/K(0))] 9(K(0))di(0) F(t)=
1f [ 1-F(t/K(0))] 9(K(0))dK(0) M-F»).0
F(t) (2.3.9.11)
= Kt(0) M-F(t)
De functie Kt(0) geeft de verwachte introductiekoopgeneigd-
heid van de overgebleven potenti&le kopers op tijdstip t
weer. Deze is gelijk aan het gewogen gemiddelde van de in-
troductiekoopgeneigdheden op tijdstip t met als gewichten
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die delen van de verdelingsdichtheid van E(0) die op tijd-
stip t zijn overgebleven. Door de expliciete introductie
van de invloed van de sociaal-psychologische druk in de
F(t)vorm van de factor blijkt de uitdrukking Dbt niet hetM-F(t)
gemiddeld weerstandsvermogen op tijdstip t, maar de verwach-
te introductiekoopgeneigdheid van de op tijdstip t overge-
bleven potentiole kopers te zijn:
Dbt =
Kt(0) (2.3.9.12)
Hierdoor wordt impliciet rekening gehouden met de heteroge-
niteit van de populatie ten aanzien van de introductiekoop-
geneigdheid. De Gompertz-, de Johnson-, de log-inverse en
de gegeneraliseerde log-inverse modellen verschillen alleen
van elkaar betreffende de veronderstelling, die gemaakt
wordt ten aanzien van de daling van de verwachte introduc-
tiekoopgeneigdheid. In de Johnson- en de log-inverse model-
len is de veronderstelde daling van de gemiddelde introduc-
tiekoopgeneigdheid onwaarschijnlijk sterk.
Wat de verwerking van de invloed van de sociaal-psychologi-
sche druk betreft zijn de Gompertz- en verwante modellen
aan elkaar gelijk. In al daze modellen wordt hiervoor de
F(t)
factor M-F(t) gebruikt.
Indien de Gompertz- en verwante modellen opgevat worden als
leermodellen, waarin leren plaats vindt door middel van con-
F(t)tacten, kan gesteld worden dat de uitdrukking M-F(t) geen
goede benadering is van het aantal contacten. In het laat-
ste stadium van het groeiproces wordt het aantal contacten
zwaar overschat. Ten gevolge van de naar nul naderende factor
in de noemer, nadert het aantal contacten tot oneindig. Mocht
in de praktijk don van de Gompertz- en verwante modellen
een goede aanpassing aan de ontwikkeling van de penetratie-
graad van het bezit van een duurzaam consumptiegoed geven,
dan moet men met de prognoses op basis van deze modellen erg
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voorzichtig zijn, omdat de ontwikkeling van de invloed van
de sociaal-psychologische druk en dientengevolge de ontwik-
keling van de introductiekoopgeneigdheid niet adequaat ge-
specificeerd is.
24
2.3.10 Het homogene Weibull-model
In dit model wordt de invloed die uitgaat van de voorafgaan-
de aankopen niet expliciet als functie van de aankopen op-
genomen. Als benadering van de invloed van F(t) wordt een
bepaalde functie van t genomen.
De koopgeneigdheidsfunctie van een potentiole koper i is:
Ki(t) = Ki(o)tk (2.3.10.1)
waarin Ki(0) in het interval (0,1) ligt en t 1 1 is.
De veronderstelling dat de invloed van de sociaal-psycholo-
gische druk gegeven wordt door de functie tk, verplicht ons
het tijdstip van introductie op het tijdstip t=l t e stel-
len. Op dit tijdstip wordt voor alle waarden van k een een-
zelfde waarde voor de introductiekoopgeneigdheid verkregen.
Enkele voorbeelden van de ontwikkeling van de invloed van
de sociaal-psychologische druk na t=1 zijn gegeven in fi-
guur 2.3 .10.1.
24. De Weibull-verdelingsfunctie wordt veel gebruikt in de
bedrijfszekerheidstheori*. De Weibull-functie zelf is
lid van de klasse van 2e orde Polyaverdelingsfuncties.
Zie R.E. Barlow, A.W. Marshall, F. Proschan, Properties
of Probability Distributions with Monotone Hazard Rates,
Annals of Mathematical Statistics, 14 (1963), p. 375 -
389.
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Fig. 2.3.10.1 De ontwikkeling van de sociaal-psychologische
druk in het Weibull-model.
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Voor t>l e n k>0 stijgt Ki(t). Voor kleine positieve
waarden van k zal vergelijking (2.3.10.1) een dermate vlak
verloop hebben dat Ki(t) < 1 blijft voor redelijke waarden
van t. Er moet gelden:
Ki(t) = Ki(0)tk < 1
zodat
1
--
t < Ki(o)  k .
Derhalve kan de vergelijking (2.3.10.1) voor bepaalde waar-
den van k de ontwikkeling van xi(t) van het semi-logistische
model benaderen, ondanks het feit dat dit laatste een bo-
venasymptoot Ki(0) + xi heeft.
Voor k = 0 is de vergelijking (2.3.10.1) gelijk aan de koop-
geneigdheidsfunctie (2.3.2.1) van het exponentiole model.
Voor k<0 heeft de sociaal-psychologische druk een nega-
tieve invloed op de koopgeneigdheid.
De verdelingsdichtheid van de wachttijd voor potentiole ko-
per i is:
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dFi(t)
fi(t)
=
= Ki(0)tk [ 1-Fi(t)1 (2.3.10.2)dt
Stellen wij de koopgeneigdheidsfunctie voor iedere potenti-
ele koper gelijk, dan wordt de initiale aankoopfunctie, re-
kening houdend met M < 1:
K(t) = K(0)t (2.3.10.3)k M-F(t)1-F (t)
De verdelingsdichtheid van de wachttijd tot de eerste aan-
koop voor een willekeurig lid uit de gehele populatie van
potentiole en niet-potentiole kopers is:
f(t) = 5ill-  = K(0)t k [M-F(t)] (2.3.10.4)
De oplossing van de bovenstaande differentiaalvergelijking
geschiedt het eenvoudigst door scheiding van de variabelen:
ft dF(T) rt  k
·) 1   M-F (T)    =   K (0) 1
T  d T
-    1.n   M-: (t)     =    Lf-91     ( tk+ 1 - 1)k+1
r   _ K(0) (tk+1
F(t) = M l-e
k+1
- 1)                      (2.3.10.4)
Uit (2.3.10.4) blijkt, dat F(t) alleen dan een verdelings-
functie is, wanneer geldt:
k > -1.
De Weibull-curve heeft 6&n horizontale asymptoot:
lim F(t) = M (2.3.10.5)
t+Oo
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Voor t=1 geldt:
F(1) = 0 (2.3.10.6)
De verdelingsdichtheid is:
K(0) kk  - E+17 (t -1)
f(t) = MI(0)t e (2.3.10.7)
De tweede afgeleide
_ 1(0) (tk-1)k+1
f'(t) = MK(0)e [ktk-1 - E(0)t2kl (2.3.10.8)
is gelijk aan nul, indien t de waarde
1
/ k  \ETI
tb = (rT51 )
(2.3.10.9)
aanneemt. Uit de voorwaarde t &1 volgt dat dit alleen dan
een buigpunt oplevert, wanneer geldt:
k > K(0) > 0.
De waarde van de verdelingsfunctie op het tijdstip tb is:
F   _ k-K(0) 1
F (tb)  = MLl-e     k+1  (2.3.10.10)
De verdelingsdichtheid bereikt op het tijdstlp tb de waarde
, k   _ k-K(0)
/ k \E+1 k+1
f(tb) = MK(0)(-40) e (2.3.10.11)
Een verdelingsfunctie is positief scheef, indien geldt:
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F(tb) < F(th)·
Voor de Weibull-verdelingsfunctie betekent dit:
k-K(0) 1
k+1   1M 1-e -1 < 5M.[
Hieruit volgt, dat de Weibull-verdelingsfunctie positief
scheef is,indien geldt:
O s K(0) s k< (2.3.10.12)ln 2+K(0)1-ln 2
ofwel
0<K(0)<k< 2,257 + 3,257 K(0).
In de figuur 2.3.11.1 zijn de initiale aankoopfunctie, de
verdelingsdichtheid en de verdelingsfunctie van het Weibull-
model weergegeven voor M = 0,9, K(0) = 0,05 en k = 1.
2.3.11 Het gamma-Weibull-model.
Doordat in het Weibull-model de sociaal-psychologische druk
uitgedrukt wordt als een functie van t, is het goed moge-
lijk de invloed van de heterogeniteit van de populatie ten
aanzien van de introductiekoopgeneigdheid expliciet in het
model op te nemen. Net als in het exponentiole model wordt
verondersteld dat de introductiekoopgeneigdheid in de popu-
latie gamma-verdeeld is.
Rekening houdend met een verzadigingsgraad M<1 wordt de
verdelingsdichtheid volgens (2.3.3.8):
f(t) = f(t/<(0) > 0).P{s(0) > 0}
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= MfO f(t/2(0))9(2(0))di(0).
Wij veronderstellen dat f(t/<(0)) een Weibull-verdelings-
dichtheid en g(i(0)) een gamma-verdelingsdichtheid met pa-
rameters a en X is. Hoewel i(0) in de gamma-verdeling de
waarden  van het interval [O,-) doorloopt,   zal  er  voor  be-
paalde parameterwaarden van a en X een goede benadering voor
de  waarden  van  s (0)   in het interval (0,1 1 kunnen worden  ver-
kregen.
Er geldt dan:
r= -K(Ol(tk+1
f(t/K(0)>0) =   K(0)t  e
k k+1
-1) _il e-AK(0)K(0)0-ldE(0)r(a)
.0
k x« r -(tk::2 +,).(,)=t.1 K(0)ae \ dx(0)
rla'JO
; tk+1-1
= tk FET / kr<"+1)\        k+1  + Af t     -llA  a+1 JOi    r(a+1)    '
<  k+1   )
k+1
-(t k+Il + A.(0)                      1e            1    K(0)adx(0) 0
De uitdrukking achter de integraal is weer een gamma-verde-
lingsdichtheid met parameters a+l e n
k+1t   -1
k+1
+ A,welke geIntegreerd van  0 tot - de waarde 66n op-
levert. Er resteert:
k
f(t/K(0) > 0) = a Aa (2.3.11.1)t
0„2 + 9 a+1
k+1
De onvoorwaardelijke verdelingsdichtheid wordt:
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k
f(t) = Maxa (2.3.11.2)
t
k+1
(t k+11 + A)
a+1
De onvoorwaardelijke verdelingsfunctie van de wachttijd
tot de eerste aankoop wordt verkregen door integratie van
(2.3.11.2):
t k
F(t) = Maka f
T d T
J 1'k+1IT -1 \0+1
<  k+1  + A)
/ k+1           t
1 T    -1 + A )-a
a \  k+1= Mal -a
1
-
M['-( k+1
A (k+1) )01 (2.3.11.3)
t   +A(k+1)-1  J
De gamma-Weibull verdeling heeft Son horizontale asymptoot:
lim F(t) = M (2.3.11.4)
t+Oo
en voor t=1 geldt:
F(1) = 0 (2.3.11.5)
De tweede afgeleide
k+1 r   k+1
f'(t) = Mala tk-1  t k+11 + A 
-(a+2)
lk(t k+11 + A)-(0+1)tk+1
(2.3.11.6)
83
kan in het interval 1<t< - alleen nul worden, wanneer de
laatste factor nul wordt. Voor t vinden wij dan de waarde
1
271
t  =   Ak(k+1)-kb a(k+1)+1
(2.3.11.7)
Uit de voorwaarde t 1 1 volgt, dat dit punt alleen dan een
buigpunt is, wanneer geldt:
Ak(k+1)-k > 0(k+1)+1
of
Ak2 + (A-1-a)k-(0+1) > 0.
Daar k>0 moet zijn volgt hieruit dat:
k , -(A-1-a) + V(A-1-a)2 + 41(a+1)
2x
De waarde van de verdelingsfunctie op het tijdtip tb is:
F(t ) =M
1 _          ACk+1)          a        (2.3.11.8)
b              xk(k+1)-k
a(k+1)+1 + 1(k+1)-1    ]
De verdelingsdichtheid heeft in het buigpunt de waarde:
\_L
Mala  xk(k+1)-k lk+1
\  a(k+1)+1 /
(2.3.11.9)
f C tb )     -    [    kir    (    A t   t    +     -     1 )    +    ' ] ' .1
Uit de vergelijkingen (2.3.11.2) en (2.3.11.3) volgt de ini-
tiale aankoopfunctie voor de gehele populatie:
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k
Mala        tk+1
f(t) k+10 -1.,) a+1
K(t) (2.3.11.10)= 1-F(t) 1-M+M( 1(k+1)   )0
I k+1
<t   -1+X(k+1) 
Voor de deelpopulatie van potentiile kopers is de initiale
aankoopfunctie veel eenvoudiger; gelijkstelling van M aan
66n in (2.3.11.10) geeft:
k
K(t/<(0) > 0) = (2.3.11.11)
at (k+1)
tk+1-1+X(k+1)
Het verschil tussen de beide functies ligt in de omstandig-
heid dat de verhouding tussen het aantal potentiole kopers
(met  L(0) > 0) ten opzichte van het aantal niet-potentiole
kopers (met s(0) = 0) kleiner wordt, naarmate t voortschrijdt.
In figuur 2.3.11.1 is de initiale aankoopfunctie,de verde-
lingsdichtheid en de verdelingsfunctie van het gamma-Weibull-
model weergegeven voor M= 0,9, k=1,a=4 e n X= 80. Uit
de laatste twee gegevens volgt, dat Ss(0) = 0,05 en c(SCO)) =
= 0,5 &I(0).
Daarnaast zijn ter vergelijking de initiale aankoopfunctie,
de verdelingsdichtheid en de verdelingsfunctie van het Wei-
bull-model opgenomen voor M= 0,9, k=l e n  (0) = 0,05.
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Fig. 2.3.11.1 Het gamma-Weibull model voor M = 0,9, k = 1,
a = 4 en X = 80 (-) en het Weibull-model voor
M= 0,9, k=l e n K(0) = 0,05 (--)
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2.3.12 Kritiek op de Weibull-modellen.
De Weibull-verdelingsfunctie heeft het praktische voordeel,
dat ze een grote klasse van positief scheve verdelingen omvat.
In het onderstaande staatje is voor een aantal waarden van
k en K(0) het tijdstip aangegeven, waarop het buigpunt van
de Weibull-verdelingsfunctie bereikt wordt.
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Tabel 2.3.12.1 tb - (30))kip
- k
K(0 -
0,1 0,2 0,5       1
0,01 8,1 12,1 13,6 10
0,02 4,3 6,8 8,5 7,1
0,05 1,9 3,2 4,6 4,5
0,10         - 1,8 2,9 3,2
0,20         -        - 1,8 2,2
Een ander voordeel is ,dat de heterogeniteit van de popula-
tie ten aanzien van de introductiekoopgeneigdheid expliciet
in het model kan worden opgenomen, omdat voor de ontwikke-
ling van de sociaal-psychologische druk een eenvoudige func-
tie van t genomen is.
Uit theoretisch oogpunt is het echter niet juist, dat de in-
vloed van de sociaal-psychologische druk onafhankelijk van
de penetratie van het bezit wordt bepaald. Veel reoler is
de veronderstelling dat de invloed van de sociaal-psycholo-
gische druk een functie van F(t) is.
2.3.13 Het lineaire-leermodel.
In deze paragraaf onderzoeken we de mogelijkheid of de ver-
onderstellingen betreffende het lineaire leermodel voor de
vraag naar niet-duurzame consumptiegoederen, zoals die voor
25
het eerst naar voren gebracht zijn door Haines , ook ge-
bruikt kunnen worden voor het ontwikkelen van groeimodellen
25. G.H. Haines Jr., A Study of Innovation of Non-Durable
Goods, Ph.D. Thesis at the Graduate School of Industrial
Administration, Carnegy Institute of Technology, Pitts-
burgh, Pennsylvania, 1963.
G.H. Haines Jr., A Theory of Market Behavior After Inno-
vation, Management Science, 10 (1964), p. 634 - 658.
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van de initiale vraag naar duurzame consumptiegoederen. Het
leermodel is gebaseerd op de veronderstelling, dat er een
leerproces op gang gebracht en verder ontwikkeld wordt door
het optreden van bepaalde contacten. Voorlopig veronderstel-
len we, dat het leerproces voor elke potenti6le koper gelijk
is en de gehele populatie op het tijdstip 0 uit potentiole
kopers bestaat.
Vanaf het tijdstip van introductie komen de huishoudingen
regelmatig in contact met het geIntroduceerde duurzame con-
sumptiegoed. Deze contacten vinden plaats door het zien van
het produkt tijdens winkelbezoek, door het lezen van recla-
me, door gesprekken hierover met anderen etc. Elk contact
levert een bijdrage aan een leerproces. Dit leerproces moet
niet gezien worden als het verwerven van kennis. Leren is
hier een technische term uit de psychologie en wordt gedefi-
nieerd als het proces, waardoor een bepaalde systematische
gedragsverandering plaats vindt als gevolg van een reactie
26
op een situatie
De gezinshuishouding "leert" tengevolge van contacten en
past haar gedrag aan volgens een tweetal mechanismes. Er is
een mechanisme dat gedurende het leerproces een positieve
druk uitoefent en een mechanisme, dat een negatief effect
heeft; bovendien is er een drempelwaarde.
In tegenstelling tot de voorafgaande modellen beschouwen we
nu de koopgeneigdheid voorlopig als een grootheid die niet
continu, maar discreet in de tijd verandert. De koopgeneigd-
27heid van een potentiole koper op tijdstip t
(xt) blijft
26. Zie Ernest R. Hilgard, Introduction tb Psychology, 2nd
ed., Harcourt, Brace & World, New York, 1957: "Learning
is defined as the process, by which an activity origi-
nates or is changed through responding to a situation"
(p. 23) of "Learning is defined as the persisting chan-
ges as a result of practice"  (p.  583) .
27. De onderindex i is hier weggelaten omdat de koopgeneigd-
heid voor iedere potentiole koper gelijk wordt veronder-
steld en omdat de mogelijkheid dat er niet-potentidle
kopers zijn, voorlopig uitgesloten wordt.
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constant, totdat er een contact plaats vindt. Dit contact,
waarvan wij veronderstellen, dat er 6on per tijdseenheid
plaats vindt, brengt een verandering in <t teweeg. Aldus kan
er een operator Q gedefinieerd worden, zodanig dat deze, toe-
gepast op Kt' K oplevert.t+1
Kt+1 = Qxt
(2.3.13.1)
Deze  operator kan, gegeven de bovenstaande veronderstellin -
gen, als volgt gespecificeerd worden:
QK =K+ a(1-K) -b K
= a + (1-a-b)K
waarbij
a(1-K) = positieve druk op de koopgeneigdheid
bx = negatieve invloed op de koopgeneigdheid.
Er vindt slechts dan een systematische gedragsverandering
plaats, d.w. z. een systematische verandering in de koopge-
neigdheid, indien de factor a+b in het interval (0,1) ligt.
De waarde van de koopgeneigdheid op tijdstip t wordt gevon-
den door de operator Q t keer toe te passen, te beginnen
vanaf het tijdstip 0. Zo is i2 gelijk aan:
Q2Ko = Q(QBO) =a+(1-a-b)Kl
waarbij
El =a+ (1-a-b)KI·
Vandaar dat
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Q2<0 =a+ (1-a-b)a + (1-a-b)2KO.
Qtio = a[1+(1-a-b) + (1-a-b)2 + ... + (1-a-b)t-11 + (1-a-b)tx 
(1-a-b)
t
=a + (1-a-b) tK1-a-b-1             0
= a E - a b (1-a-b)t + (1-a-b)til
= --a  - (a bafE
- Io)(1-a-b)t (2.3.13.2)a+b
Toepassing van de lineaire operator heeft dus niet tot ge-
volg dat er een lineaire relatie van i in de tijd ontstaat.
Daar de factor (a+b) in het interval (0,1) ligt, geldt:
(1-a-b)t + 0 als t + 00.
Hieruit volgt dat de evenwichtskoopgeneigdheid gelijk is aan
a
a+b '
De operator
QK =K+ a(1-K) -b K
kan ook geschreven worden als
QK =a+ (1-a-b)K =a+W K
= (1-u)K* + WK (2.3.13.3)
waarin  0   <   11   <1,0  J   K  &   1     en     K    =  ats   ·
De grootheid K' is dus gelijk aan de evenwichtskoopgeneigd-
*heid. Uit Substitutie Van K=K in (2.3.13.4) volgt:
90
QK  = K*.
28
Bush en Mosteller hebben de herhaalde toepassing van de
bovenstaande enkelvoudige operator als volgt geanalyseerd.
De koopgeneigdheid op tijdstip t=1 x l is:
QKO = UKO + (1-w)Kh.
Bij het volgende contact moet de operator worden toegepast
op QKo zodat
Q(QKO) = p(QKO) + (1-u)K„
*               *
= 11[ WKO + (1-11)% 1 + (1-11)<
2
=WIC 0 + (1-Y2)K*
De herhaalde toepassing van de operator geeft de volgende
uitdrukking voor <t als functie van de introductiekoopgeneigd-
heid KO:
Kt = QtKO = ut<0 + (1-ut)K*
(2.3.13.4)
Verder geldt:
*
lim QtKO = K
(2.3.13.5)
t+00
Aldus is K* de evenwichts- of lange termijnwaarde van de
koopgeneigdheid <t.
Met behulp van (2.3.13.4), waarin t nu continu verondersteld
wordt, vinden we voor de initiale aankoopfunctie in het ge-
28. R.R. Bush en F. Mosteller, Stochastic Models for Lear-
ning, John Wiley & Sons, Inc., New York, 1955, p. 58 -
61.
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val, dat de verzadigingsgraad M<1 is:
%(t) = [utK(0) + (1-vt)K*1 (2.3.13.6)
M-F(t)
1-F(t)
De verdelingsdichtheid van de wachttijd tot de eerste aan-
koop voor een willekeurig lid uit de gehele populatie wordt:
f (t) =dill)= [utic(0) + (1-Ut)<*1[M-F(t)1 (2.3.13.7)dt
We lossen de bovenstaande differentiaalvergelijking op door
scheiding van de variabelen:
fdF(t) = 6 litK(0) + (1-lit)K"ldt/ M-F (t)        J
-  ln[ M-F(t:)1  =  2(0)1.It  +  I<*t  _ 2- lit  + cln 11 ln p
t
-K t + (K - (0) ) -1!- + C
M - F(t) = e ln v
- 1<*t + (1<*-B(0))_ld  + C
F (t)  =  M  - e ln u
De waarde van de constante ec wordt opgelost met behulp van
de beginwaarde F(0) = 0:
K -<(0)
F(0) =M-e ln w  eC = O,
waaruit volgt
K -%(0)
ec = Me ln w
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Er resulteert:
      -[ K*t - K 1 (1-* ) 1 j
-K(0 t/
ln 7
F(t) = M  1-e                                      (2.3.13.8)
De verdelingsfunctie (2.3.13.8) heeft 6&n horizontale asymp-
toot:
lim F(t) = M (2.3.13.9)
t+Oo
Voor t=0 geldt:
F(0) = 0 (2.3.13.10)
In feite nadert de verdelingsfunctie (2.3.13.8) tot de ex-
ponentiole functie voor grote t, omdat K t in dat geval de
exponent van e gaat overheersen.
De verdelingsdichtheid van de wachttijd tot de eerste aan-
koop is:
r* (0)
*
-K t-
, -'l  (1-2)]11n -f (t) = Sl t) = M l[Ic*-(K*-2(0))lit] e
(2.3.13.11)
Uit de tweede afgeleide van F(t)
f'(t) = M {(2*-x(0))utln 1 -1 I*-(K*-%(0))1Jtl2  ,
- K*t - K*-K(0) (1-Vt) ln 7
e                                            (2.3.13.12)
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volgt, dat F(t) voor sommige parameterwaarden een buigpunt
heeft. Dit is het geval als f(t) stijgt, d.w.z. indien
f'(t) > 0. Daar M, ln 1 en de exponentiole functie altijd
niet-negatief zijn, kan f'(t) inderdaad groter dan nul zijn
voor kleine waarden van t. Voor t=0 wordt het teken van
f'(t) bepaald door het teken van
CE*-K(0))ln 1 - K(0)2.                     2
K(0)
Dit teken is positief, indien u<e K -K(0)  en  K* > K(0).
tIndien  t  + go, geldt  p    +  0; de uitdrukking  voor  f' (t) neemt
*2het teken aan van -K , dat altijd negatief is.
Voor bepaalde parameterwaarden kan f(t) aanvankelijk stijgen
om na een bepaald tijdstip altijd naar nul te dalen. Dit be-
tekent dat F(t) een buigpunt heeft.
*
Indien K(0) >K, dan daalt de koopgeneigdheid; f'(t) is al-
tijd negatief en F(t) heeft geen buigpunt.
29
2.3.14 Het gamma-lineaire leermodel
In het lineaire model is verondersteld, dat de ontwikkeling
van de koopgeneigdheid voor elke potentiole koper gelijk is.
De veronderstelling, dat de populatie heterogeen is ten aan-
zien van de introductiekoopgeneigdheid is veel realistischer.
Derhalve stellen we dat de introductiekoopgeneigdheid s(0)
een gamma-verdeling met parameters a en A volgt. De leerpa-
rameter U wordt voor iedereen gelijk verondersteld, evenals
*
de koopgeneigdheid op lange termijn i .
We krijgen:
29. Verg.: William F. Massy, David B. Montgomery, Donald G.
Morrison, Stochastic Models of Buying Behavior, The
M. I.T. Press, Cambridge, Massachusetts and London, Eng-
land, 1970, p. 315.
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F(t) = M f  F(t/K(0))9(K(0))di(0))
*
1  -          *    K -%(0)
- [K t - 1 (1-vt)1
- MIJ 1-e
1n -
11
_la        e- A K  (0)  K  (0)  0 -ldx  (0)    r(a)
= M  1 - / Xa t\a e
-ic.(t - «)1n -#,
/ A  + 1-11   1
   3/
t,a
--  ( ,  +  1-pl j
-(A  +  Pi )i' "
· C)        <             r   ( )                                e                                                                                                K   (0  )  a -l d K   (0)               .
De uitdrukking achter de integraal is weer een gamma-verde-
lingsdichtheid met parameters
t
a en A + ·1-01 , welke geintegreerd van 0 tot . de waarde1n -
ii
66n oplevert. Er resteert:
K   t - 1-Et \
\     1. 1 ) (2.3.14.1)F(t)=M<1-      A           et .a
1    (, + 1-ul                    1
<    ln 7 /
De verdelingsfunctie (2.3.14.1) heeft &&n horizontale asymp-
toot:
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lim F(t) = M (2.3.14.2)
t+00
Voor t=0 geldt:
F(0) = 0 (2.3.14.3)
De verdelingsdichtheid van de wachttijd tot de eerste aan-
koop wordt:
f(t)   MAa rA + 1-W
t 1-Ca+1) r *      t 2 7=[ =]   0 +CK*A-a) (1-ut) + 2  (1-  )    01n -
<*it - 1-ut \
l    l„ 1)
e                                             (2.3.14.4)
Uit (2.3.14.1) en (2.3.14.4) volgt de initiale aankoopfunc-
tie:
tl -(a+1)r   *     t  K (1-p )*   t 2,
M'a[' + eli  a +CK A-a) (1-U ) +    ln 1
1.1
-' 7 J
<(t) =
-K.(t -1-'t,t              ln -'/-l l
1-M.MA.(A + 511 1)-a e           ' '
-BY, - « \\     ln 7 /e
(2.3.14.5)
t- -<*(t - 5.i )1-M+MAarx + 1-2_ -a e1I
L   in w I
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Voor de deelpopulatie van potentiole kopers geldt:
*        t    K*(1-ut)2a+(K X-a)(1-u ) +
1n 1
K(t/<(0) > 0) =                         U           (2.3.14.6)
1-utX+  1
in 7
De wijze waarop x(t/ (0) > 0) zich ontwikkelt, kunnen we be-
palen door onderzoek van de afgeleide:
dK(t/K(0) > 0) = P A r*t 2 CK - 9 )ln 1 +
dt                           [A   +  12'1 1 2L      in 1 j
* t *      t 2
+ 2 K (1-0 ) +I (1-11 ) _ 1-1 (2.3.14.7)
A       X 2 ln
1 21
V
A J
Daar de term buiten de haken altijd positief is, neemt de
vergelijking (2.3.14.7) op het tijdstip t=0 het teken aan
van
(K"   -       )l n   f  -   a2   =    (K"'   -   &5. (0) )l n  f  -   0 2{5. (0) } .
X
Indien
;ECO) > K  _ '2{K(I)}  , daalt de initiale aankoopfunctie op
1n -
U
het tijdstip 0. Voor het geval dat
& CO)< K* _ 02{K( )}1n -
11
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stijgt de initiale aankoopfunctie (2.3.14.6). Afhankelijk van
de verwachte introductiekoopgeneigdheid, de variantie van de
introductiekoopgeneigdheid en de leerparameter v, tendeert
de initiale aankoopfunctie (2.3.14.6) van onder of van boven
*
naar lim   (t/ (0) >0) =K.
t+00 '
In de figuur 2.3.14.1 zijn de initiale aankoopfunctie, de
verdelingsfunctie en de verdelingsdichtheid van het gamma-
*
lineaire leermodel weergegeven voor M=0 ,9, K = 0,4,
u= 0,8, a=4 e n A= 80.
De laatste twee gegevens impliceren &5:(0) = 0,05 en
0(S(0)) = 0,5 &SCO).
Ter vergelijking is de verdelingsfunctie voor het homogene
lineaire leermodel uitgerekend voor K(0) = 0,05. Binnen een
marge van 0,1% bleek deze gelijk te zijn aan de verdelings-
functie van het gamma-lineaire leermodel met a=4 e n x= 80.
Doordat de koopgeneigdheden van de potentiole kopers alle
*
naar dezelfde evenwichtswaarde K tenderen, neemt de hetero-
geniteit van  (t) snel af. Dit blijkt uit de figuur
2.3.14.2 waarin de initiale aankoopfuncties voor een viertal
*
deelpopulaties van potentiole kopers met K  = 0,4 en met een
<(0) van resp. 0,01, 0,05, 0,1 en 0,2 zijn weergegeven.
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Fig. 2.3.14.1 Het gamma-lineaire leermodel voor M = 0,9,
<* = 0,4, p= 0,8, a=4 e n A= 80.
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Fig. 2.3.14.2 De koopgeneivdheidsfuncties voor potentiole
kopers met %* = 0,4 en met ,(0) van resp.
0,01, 0,05, 0,1 en 0,2.
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0,3 - %{01 =0.2
0.2
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Door het kiezen van een grotere waarde voor u, waardoor K(t)
*
langzamer naar K nadert en tevens een grotere waarde voor
*
i , wordt meer heterogeniteit in de K(t) verkregen.
De mogelijkheid bestaat om in het lineaire leermodel een
homogene introductiekoopgeneigdheid in combinatie met een
heterogene evenwichtskoopgeneigdheid op te nemen. Zoals uit
de figuur 2.3.14.3 blijkt, wordt hierdoor ook een meer hete-
rogene K(t) verkregen.
Fig. 2.3.14.3 De koopgeneigdheidsfuncties voor po entiolekopers met K(0) = 0,05 en met een K van resp.
0,2, 0,4 en 0,6.
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30                 *
Massy, Montgomery en Morrison stellen nu dat K een groot-
heid is, die een gamma-verdelingsdichtheid met parameters
a en A heeft.
De verdelingsfunctie wordt in dit geval:
4             *           *
F(t) = Mf  F(t/K.)9(K )d E
*
00
..11,1 - e
- K*t - K -K(0) (1-Wt) 1 n -
Aa   -Ax* *a-1   *  
FTale K d E  
/ 1.-Jit  .Co)
-M l-„\",1/
01
X
1..,-ll1-ut la1n - 11-1  J
ln -
ln F /   E*a-ldx 
- [t. , - «la  -(t .,-1-ji  ''
FJ e
0        r(a)
De uitdrukking achter de integraal is weer een gamma-verde-
lingsdichtheid met parameters
t
a e n t+A- .1-ki , welke geintegreerd van 0 tot - de waarde
ln 7
66n oplevert. Er resteert:
30. Zie William F. Massy, David B. Montgomery, Donald G. Mor-
rison, Stochastic Models of Buying Behavior, The M.I.T.
Press. Cambridge, Massachusetts and London, England,
1970, p. 317 - 319.
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-/1=14  \ . (0)    1a            \ ln - 1
F (t)  =  M< 1
- 0 ,X
I...-t«»1
tlae (2.3.14.8)
1 n  :1]
De verdelingsfunctie (2.3.14.8) heeft &6n horizontale asymp-
toot:
lim F(t) = M (2.3.14.9)
t+Co
Voor t=0 geldt:
F(0) = 0 (2.3.14.10)
De verdelingsdichtheid van de wachttijd tot de eerste aan-
koop wordt:
7-(0+1)
ftt) = dd(tl= M  A. [,+A - «1        .ln 11 J
-/1-14  \E (0)1
{    [t.,-  l-»Tl .CO),t..(1-lit)1
e 0 ,
lln-/
ln  7 -1
(2.3.14.11)
Uit (2.3.14.8) en (2.3.14.11) volgt:
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-(a+1)
MIX,[t.,- 1-11: 1
f (t)    =    1    L         ln  t]K (t) = 1-F(t) -(1=4 j '10)
t l    7    C i n y)
1-M+M<A' t+A-  1=Er  1 -a,eln i; ]    )
-t «  't„
\ ln -  /
U ,t+A-
1.ZET     K  (0)  F t    +    a  (1-u t)       e
1n -
Ji
1-M+M   la t+A-      1
1-lit -a -( ei)·(·)
" 3  1.
(2.3.14.12)
Voor de deelpopulatie van potenti&le kopers geldt:
t
K(t/<(0) > 0) = K(0)ut + (2.3.14.13)
a(1-U )
t + A - 1-Ut
ln  
De afgeleide hiervan is:
dK(t/K(0) > 0) = - K(O)litln 1 +dt                    u
al.,[t.,- ifi]l" f - '(1-lit)2+             "                     (2.3.14.14)
[,+A- «12ln - 1UJ
Op het tijdstip t=O i s K(t/K(0) >0) = <(0); de vergelij-
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king (2.3.14.14) neemt dan het teken aan van:
e - B(0) = &£* -B(0).
*
Voor &S  > x(0) stijgt de initiale aankoopfunctie voor po-
tentiole kopers op het tijdstip t = 0. Daar:
lim K(t/K(0) > 0) = 0
t+00
moet de initiale aankoopfunctie van potentiole kopers na een
bepaald tijdstip dalen.
In de figuur 2.3.14.4 zijn de initiale aankoopfunctie voor
zowel de gehele populatie als de deelpopulatie van potenti-
ele kopers, de verdelingsfunctie en de verdelingsdichtheid
weergegeven van het gamma-lineaire leermodel met heterogene
A = 10. DeE  voor M= 0,9, u= 0,8, <(0) = 0,05, a=4 e n
*                    *
laatste twee gegevens impliceren &11  = 0,4 en 0(E ) = 0,5&.s*.
Ter vergelijking zijn tevens de bovenstaande functies op-
genomen van het homogene lineaire leermodel met M = 0,9,*
u = 0,8, B(0) = 0,05 en K = 0,4.
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Fig. 2.3.14.4 Het gamma-lineaire leermodel met heterogene x'
voor M= 0,9, p= 0,8, K(0) = 0,05, a=4 e n
A = 10 (-) in vergelijking met het heterogene
lineaire leermodel met M = 0,9, p = 0,8,
K(0) = 0,5 en I* = 0,4 (--).
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2.3.15 Kritiek op de lineaire leermodellen.
Doordat de initiale aankoopfunctie onafhankelijk van F(t)
verondersteld is, rijzen er geen moeilijkheden met het ex-
pliciet in model opnemen van de heterogeniteit van de popu-
latie ten aanzien van de introductie- resp. de evenwichts-
koopgeneigdheid. Het aantal contacten wordt onafhankelijk
van het bekender worden van het produkt op &5n per tijdseen-
heid gesteld. Daar het effect van de contacten via de leer-
parameter in de loop der tijd steeds kleiner wordt, ver-
krijgt men een concave koopgeneigdheidsfunctie met een bo-
venasymptoot. De veronderstelling, dat er 66n contact per
tijdseenheid plaatsvindt, is onrealistisch. Naarmate de pe-
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netratie van het produkt groter is, vinden er meer contacten
per tijdseenheid plaats. Een theoretisch goed model hiervoor
is:
K(t) = QaF(t).tK(0)
aF(t).t aF(t).t)K*= 0 K(0) + (1-U
*     *       aF(t).t= K - [K -K(0)]jl (2.3.15.1)
waarin a een evenredigheidsfactor is.
Uit de resulterende differentiaalvergelijking
dF(t) * * aF (t)
-dE        =   {K    -[  K   -K (0)1 1 1 o  }[M-F (t) 1
kan F(t) analytisch niet worden opgelost. Het effect van een
toenemend aantal contacten per tijdseenheid laat zich ech-
ter gemakkelijk raden. Indien in de loop der tijd de opera-
tor (2.3.13.4) een steeds groter aantal keren per tijdseen-
heid toegepast wordt, zal de waarde van de koopgeneigdheid
in versneld tempo naar de waarde van de evenwichtskoopge-
neigdheid tenderen. Een veel dominerender invloed dan een
eventueel toenemend aantal contacten per tijdseenheid heeft
de door de leerparameters a en b bepaalde evenwichtskoopge-
neigdheid, omdat de koopgeneigdheid exponentieel tot deze
evenwichtswaarde nadert. Hierdoor is in het leerproces de
invloed van het leren d.w. z. van de gedragsverandering ten
gevolge van 66n contact in verhouding tot het aantal contac-
ten te groot.
De dominerende invloed van het zich onafhankelijk van het
groeiproces van het produkt ontwikkelende leerproces, blijkt
ook uit het gamma-lineaire leermodel met heterogene intro-
ductiekoopgeneigdheden. Voor de in figuur 2.3.14.1 gekozen
parameterwaarden gaat het effect van de heterogeniteit van
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de introductiekoopgeneigdheid praktisch geheel verloren. De
oorzaak hiervan ligt in de door de leerparameters a en b be-
*
paalde waarden van    en u, welke beide voor iedere poten-
tiile koper gelijk worden verondersteld.
Het lineaire leermodel met heterogene evenwichtskoopgeneigd-
heden en homogene introductiekoopgeneigdheden houdt in , dat
de sociaal-psychologische druk voor iedereen verschillend
is. Een heterogene sociaal-psychologische druk, waarmede
tot nu toe geen rekening is gehouden, zou een welkome aan-
vulling op het model kunnen zijn.
Uit (2.3.13.4) volgt echter, dat ingeval van een hetero-
gene evenwichtskoopgeneigdheid de leerparameters a en/of b
variabel zijn. Dit is niet verenigbaar met de impliciete
veronderstelling dat de leerparameter
u = 1-a-b
constant is en daarmede met het aan dit model ten grondslag
liggende leerproces. Daar in dit model een homogene intro-
ductiekoopgeneigdheid verondersteld is, wordt bovendien geen
rekening gehouden met de mogelijkheid, dat de mate waarin
het betrokken duurzame consumptiegoed in het behoeftensche-
ma past, voor iedere consument verschillend is.
De slotconclusie is, dat de lineaire leermodellen, die met
succes zijn toegepast in de studie van het aanpassingsgedrag
31
van dieren en mensen in laboratoriumexperimenten en la-
ter in de studie van de vraag naar frequent gekochte ver-
31. Zie b.v. R.R. Bush en F. Mosteller. Stochastic Models
for Learning, John Wiley & Sons, Inc., New York, 1955.
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bruiksgoederen , voor de verklaring van het bezit van
duurzame consumptiegoederen niet adequaat zijn.
2.3.16 Het heterogene gegeneraliseerde logistische model.
In deze paragraaf wordt een nieuw model opgesteld dat het
logistische model als basis heeft.
De tot nu toe behandelde modellen bleken als uitgangspunt
minder adequaat. In de exponentiole, de Weibull en de line-
aire leermodellen is de invloed van de sociaal-psychologi-
sche druk losgekoppeld van het bekender worden van het pro-
dukt. In de Gompertz- en verwante modellen is zowel de ont-
wikkeling van de gemiddelde introductiekoopgeneigdheid als
het aantal contacten, dat als maatstaf diende voor de in-
vloed van de sociaal-psychologische druk onjuist gespecifi-
ceerd. Resteert het logistische model, waarin een homogene
introductiekoopgeneigdheid en een eveneens niet geheel juist
gespecificeerde functie voor de sociaal-psychologische druk
is opgenomen. Uit dit laatste model echter kan een nieuw,
heterogeen en gegeneraliseerd, logistisch model opgesteld
worden, dat vele theoretische en praktische bezwaren van de
voorafgaande modellen ondervangt. Het is een gegeneraliseerd
logistisch model, omdat het logistische model op het punt
van de verwerking van de sociaal-psychologische druk wordt
gegeneraliseerd (par. 2.3.16.1). Dit logistische model wordt
heterogeen genoemd, omdat er een heterogene introductiekoop-
geneigdheid in verwerkt wordt (par. 2.3.16.2). De heterogene
32. A.A. Kuehn, An Analysis of the Dynamics of Consumer Be-
havior and its Implications for Marketing Management,
unpublished Ph. D. dissertation, Graduate School of In-
dustrial Administration, Carnegie Institute of Technology,
1958.
A.A. Kuehn, Consumer Brand Choice - A Learning Process? ,
Journal of Advertising Research 2 (1962), p. 10 - 17.
G.H. Haines Jr., A Theory of Market Behavior after Inno-
vation, Management Science, 10 (1964), p. 634 - 658.
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introductiekoopgeneigdheid en de invloed van de sociaal-psy-
chologische druk worden in 2.3.16.3 tot &&n model gesynthe-
tiseerd. Tenslotte volgt in tabel 2.3.16.3.2 een overzicht
van alle behandelde modellen van de groei van het bezit van
een nieuw duurzaam consumptiegoed, waarbij de invloed van
de omgevingsfactoren buiten beschouwing is gebleven.
2.3.16.1 De verwerking van de invloed van de sociaal-psycho-
logische druk.
In paragraaf 2.2 over de algemene karakteristieken van de
koopgedragsmodellen is gesteld, dat de initiale aankoopfunc-
tie mede afhankelijk is van de mate van bekendheid van het
betrokken duurzame consumptiegoed. Als maatstaf voor deze
bekendheid is in de logistische modellen F(t) en in de Gom-
pertz- en verwante modellen genomen. In beide geval-F(t)M-F(t)
len werden de uitdrukkingen F(t) en geInterpreteerd
F(t)
M-F(t)
als maatstaf voor het aantal contacten, dat de potenti&le
kopers met het betrokken produkt hebben. In deze interpreta-
tie, waarin de invloed van de bekendheid evenredig wordt ge-
steld aan het aantal contacten zijn beide uitdrukkingen niet
juist. Zoals Bonus opgemerkt heeft, is de logische maatstaf,
voor het aantal contacten f  F(T)dr. De verwerking van deze
maatstaf in de besproken modellen is wiskundig niet mogelijk.
In sommige gevallen echter is de wiskundig goed verwerkbare
uitdrukking CF(t)n, waarbij C en n constanten zijn, een goe-
de benadering voor fl F(r)dr.
Als voorbeeld nemen we de ontwikkeling van de penetratie
van koelkasten in Nederland.
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Tabel 2.3.16.1.1 Ontwikkeling van de penetratie van koel-
kasten in Nederland.
Jaar Penetratiepercentages Som penetratiepercentages
100 Ft 100 I Ft
1956           2                        2
1957           3                        5
1958           4                        9
1959           6                       15
1960 9,5 25
1961          14                       39
1962          21                       60
1963 29 89
1964          37                      126
1965          46                      172
1966          56                     228
1967 65 293
1968          72                      365
1969 79 444
1970          85                     529
Figuur 2.3.16.1.1 is een spreidingsdiagram, waarin het ver-
band tussen de penetratiepercentages en de som van de pene-
tratiepercentages in de loop der tijd op dubbel logaritmisch
grafiekenpapier is weergegeven.
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Fig. 2.3.16.1.1 Het verband tussen de penetratiepercentages
en de som van de penetratiepercentages van
koelkasten in Nederland.
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Uit figuur 2.3.16.1.1 blijkt dat het verband tussen 100 Ft
en 100 I Ft bij benadering wordt weergegeven door een rechte
welke door de oorsprong gaat. Hieruit volgt dat bij benade-
ring geldt:
log 100 E Ft = n log 100 Ft (n > 1)
100 I Ft = (100 Ft)n
E Ft = 10 on-1 Ftn
I F t = CFtn.
(C = 10on-1)
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Opgemerkt dient hier te worden dat CFtn een onderschatting
geeft van het aantal contacten aan het eind van het groeipro-
ces in die gevallen waarin de penetratiegraad heel langzaam
de verzadigingsgraad nadert. Dit komt, omdat F  dan bijnat
constant blijft en EFt blijft stijgen met Ft per tijdseen-
heid. Een evdntuele schattingsfout die gemaakt wordt in die
gevallen, telt niet zwaar meer mee, omdat het groeiproces
dan bijna verzadigd is.
Stellen we, uitgaande van het logistische model, de invloed
van de sociaal-psychologische druk evenredig aan het aantal
contacten en dit aantal contacten gelijk aan CF(t)n, dan
wordt de koopgeneigdheidsfunctie van een potenti&le koper i:
Ki(t) = KiF(t)n (2.3.16.1.1)
waarin n>l e n K i een evenredigheidsfactor is, welke o.a.
de constante 100n-1 bevat. De bovenstaande koopgeneigd-
heidsfunctie impliceert dat
Ki(0) = KiF(0)n
Daar voor een potentiole koper geldt dat xi(0) > O, volgt
hieruit dat F(0) > 0.
De verdelingsdichtheid van de wachttijd tot de eerste aan-
koop voor een potentiole koper i wordt:
dFi(t)
fi(t)
= =
KiF(t)n [1-Fi(t)1 (2.3.16.1.2)dt
Rekening houdend met een homogene koopgeneigdheid en met een
verzadigingsgraad M<1 wordt de initiale aankoopfunctie:
K(t) = IF (t) n
M-F(t)
(2.3.16.1.3)1-F(t)
112
De verdelingsdichtheid van de wachttijd tot de eerste aan-
koop voor een willekeurig lid uit de gehele populatie wordt:
33f(t) = dfit) = KF(t)n[M-F(t)1 (2.3.16.1.4)dt
De bovenstaande differentiaalvergelijking is niet oplosbaar.
Men kan wel bewijzen dat F(t) twee asymptoten heeft en &5n
buigpunt.
Stel dat F(0) de waarde van F(t) is voor t=O e n 0 4 F(0) 4
6 M. Aangezien F(t) een monotone functie van t is, gedlt:
1 rF (t) dmt=- (2.3.16.1.5)
K  F(o) In(M-*)
Voor n>1 volgt uit (2.3.16.1.5) dat de integrand diver-
geert voor m = 0. Dus moet F(0) > 0 en F(t) = 0 een asymp-
toot zijn. De integrand divergeert eveneens voor g + M.
Hieruit blijkt dat ook F(t) = M een asymptoot is.
De tweede afgeleide
d2F t) = K 2F(t)2n-1[M-F(t)1{n[M-F(t)1 -F(t)} (2.3.16.1.6)
dt
is nul, indien n[M-F(t)]-F(t) = 0.
Hieruit volgt dat F(t) precies &6n buigpunt heeft voor
F (tb )     =    nh- M (2.3.16.1.7)
F(t) is dus niet-symmetrisch en S-vormig.
33. Vergelijk J. Muilwijk, A class of growth models, Het
P.T.T.-bedrijf, Deel VIII 4 (1958) p. 226 - 232.
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De helft van de verzadigingsgraad wordt bereikt voor
F(th) = SM. Het buigpunt van de groeicurve wordt bereikt
voor F(tb) = E T M. Voor n>l i s F(th) < F(tb). Dit bete-
kent dat F(t) een negatief scheve verdeling is. De praktijk
wijst uit, dat de ontwikkeling van de penetratiegraad van
duurzame consumptiegoederen een positief scheve verdeling
volgt. Een van de mogelijke oorzaken van de bovengenoemde
discrepantie tussen de theorie en de praktijk ligt in de
veronderstelling dat alle contacten een even grote bijdrage
leveren in de totstandkoming van de initiale aankoopkans.
Het is redel te veronderstellen dat nieuwe contacten minder
effectief zijn dan oude contacten uit voorafgaande periodes.
De kopers die gekocht hebben in de perioden vlak na de in-
troductie zijn eerder geneigd het gekochte apparaat te tonen
en te demonstreren dan latere kopers. Wanneer de nieuwig-
heid van het geintroduceerde produkt er af is, wordt het zo-
genaamde demonstratie-effect minder. Ook de potentiole ko-
pers raken minder geinteresseerd, omdat, naarmate het groei-
proces zich verder ontwikkelt, de aantrekkingskracht van het
produkt minder wordt. Dit betekent, dat de invloed van de
sociaal-psychologische druk niet evenredig, maar degressief
stijgt met het aantal contacten.
Indien de sociaal-psychologische druk op tijdstip t aange-
duid wordt met &(t) en het aantal contacten benaderd wordt
met CF(t)n, dan stellen we dat
r,(t) = [CF(t)nlm
= cmf(t)n.m
= C'F(t) (2.3.16.1.8)
Hierin ligt m vanwege het degressieve verband tussen de so-
ciaal-psychologische druk en het aantal contacten in het
interval (0,1). Verder geldt C' = C en £ = m.n. Voor 1=1
m
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is de ontwikkeling van de sociaal-psychologische druk de-
zelfde als die in het logistische model. Voor £ >l i s d e
groeifunctie negatief scheef, voor £ <1 positief scheef.
2.3.16.2 De verwerking van de heterogeniteit van de intro-
ductiekoopgeneigdheid.
Een bezwaar van het logistische model en ook van het in pa-
ragraaf 2.3.16.1 ontwikkelde model, dat het logistische mo-
del als uitgangspunt had, is de homogeniteit van de intro-
ductiekoopgeneigdheid. Bij de bespreking van de logistische
modellen is gebleken, dat het, wiskundig gezien, niet moge-
lijk is een adequate kansverdeling voor de introductiekoop-
geneigdheid in te bouwen in die gevallen, waarin een functie
van F(t) als maatstaf voor de bekendheid van het produkt ge-
nomen wordt. Daar toch rekening gehouden moet worden met de
heterogeniteit van de populatie ten aanzien van de introduc-
tiekoopgeneigdheid, stellen we, dat de gemiddelde introduc-
tiekoopgeneigdheid van vroege kopers groter moet zijn dan
die van latere kopers: hoe verder het groeiproces ontwikkeld
is, hoe lager de gemiddelde introductiekoopgeneigdheid van
de potentiole kopers moet zijn.
Wederom uitgaande van het logistische model stellen we dat
de individuele koopgeneigdheid evenredig is aan de sociaal-
psychologische druk:
Ki (t)  =  ai  C (t) (2.3.16.2.1)
waarin ai een evenredigheidsfactor is.
Voor (2.3.16.2.1) kunnen we schrijven:
Ki(t) = Ki(o).a (t) (2.3.16.2.2)
waarin a eveneens een evenredigheidsfactor voorstelt. Stel-
len we de introductiekoopgeneigdheid heterogeen, dan wordt
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de initiale aankoopfunctie voor potentiole kopers volgens
(2.3.1.28):
f K ( 0) a C (t) [ 1-F (t/K ( 0) )]g(K(0)) dic (0 )
<(t/K(0) > 0) =
f [1-F (t/Ic (0))lg(<(0)).dic (0)
fOK(0)[l-F(t/K(0))lg(K(0))dx(0)
=                                                              a<(t)f [1-F(t/K(0))lg(K(0))dK(0)
= Kt(0)a &(t) (2.3.16.2.3)
Voor de daling van de gemiddelde introductiekoopgeneigdheid
kunnen we dezelfde veronderstellingen aanhouden als voor de
Gompertz- en verwante modellen, nl.:
Kt(0) = Dbt (D > 0, b < 1) (Gompertz-model)
b
K (Q 
=
2     (a <  0,  b,  t  > 0) (Johnson-model)
(a-bt)
Kt(0) =  2 (b, t > 0) (log-inverse model)
Kt(0) = btk (b, t>O,k< -1) (gegeneraliseerde log-
inverse model)
De laatstgenoemde functie
Kt(0) = btk (2.3.16.2.4)
is de meest praktische en flexibele functie. Voor k< -1
is er echter een onwaarschijnlijk sterke daling van de ge-
middelde introductiekoopgeneigdheid van de overgebleven po-
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tentiole kopers. In de volgende paragraaf zal blijken , dat
we het interval k moeten beperken  tot  [ -1,0] .
2.3.16.3 Het heterogene gegeneraliseerde logistische model.
Naar aanleiding van de twee voorafgaande paragrafen kunnen
we de volgende initiale aankoopfunctie opstellen; uit de
substitutie van (2.3.16.2.4) en (2.3.16.1.8) in (2.3.16.2.3)
volgt:
I(t/K(0) > 0) = btkaC'F(t)Z (2.3.26.3.1)
De bovenstaande initiale aankoopfunctie voor potentiole ko-
pers schept tweeirlei problemen op het tijdstip van intro-
ductie. Uit de functie voor de gemiddelde introductiekoopge-
neigdheid (2.3.16.2.4) volgt dat
K t(0)    =    btk   =   .0
voor t=O e n k i n het interval (-1,0).
Verder volgt uit de koopgeneigdheidsfunctie (2.3.16.2.2)
voor t = 0:
Ki(0) = Ki(0)ar(0).
Daar  i(0) in het interval (0,11 ligt, moet
1
a = TTET
1
=        0>o
C'F (0)"
en derhalve F(0) > 0 zijn.
Vanwege de bovenstaande twee redenen moeten we er genoegen
mee nemen, dat we het groeiproces niet vanaf het tijdstip van
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introductie kunnen beschrijven, maar vanaf een tijdstip waar-
op de penetratiegraad groter dan nul is, b.v. 0,01, 0,05 of
0,1. Dit tijdstip stellen we op t = 1. De koopgeneigdheid
van een potentiole koper i o p t=1 duiden we aan met Ki(1).
We stellen verder dat de koopgeneigdheid op t=1 heterogeen
is; hoe verder het groeiproces gevorderd is, hoe geringer
de gemiddelde koopgeneigdheid op t=1 van de overgebleven
kopers;
Kt(1) = btk (t & 1) (2.3.16.3.2)
waarbij b d e gemiddelde koopgeneigdheid op t=1 is.
In de onderstaande figuur is (2.3.16.3.2) voor enkele waar-
den van k en voor b = 0,5 weergegeven.
Figuur 2.3.16.3.1  Kt(1) = btk voor b = 0,5
lt,(11
0.6 --
0.5 - bto
06 -
0.3 -
bt-0.2
0,2 -
0,1 - bt-0,5
0                                                                                                        bt-0,8
0 2 1 6 8    ib   12   1J    16    18   20   22   24 t
i - -       +    bt -1
De bovenstaande werkwijze biedt het voordeel dat de gemid-
delde koopgeneigdheid in het interval (0,1) blijft en dat
er een gemeenschappelijke waarde voor de gemiddelde koopge-
neigdheid op het tijdstip t=1 voor alle waarden van k i n
het  interval  [ -1,0] wordt verkregen.
Bovendien kan het begin van het groeiproces toch moei-
lijk verklaard worden, omdat vele potentiole kopers niet
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onmiddellijk, maar pas binnen een bepaalde tijd na de intro-
ductie van een nieuw produkt weten, wat de betekenis hier-
van voor hun behoeftenschema is.
Rekening houdend met M<1 wordt de initiale aankoopfunctie
voor een willekeurig lid uit de gehele populatie:
<(t) =
M-F(t)
1-F(t) Kt(1)ac(t)
M-F(t)   k       £
1-F(t) bt aC'F(t)
= M-F(t) KtkF(t)t (2.3.16.3.3)1-F(t)
waarin t 2 1
en K = abC'.
De verdelingsdichtheid van de wachttijd tot de eerste aan-
koop van een willekeurig lid uit de gehele populatie wordt:
f (t)    =   5Ill   =    c tkF (t)  1[M-F (t) ] (2.3.16.2.4)
De bovenstaande differentiaalvergelijking is alleen oplos-
baar voor £ =O e n£ =1.
Voor dit laatste geval geeft scheiding van de variabelen:
  1 F(T)M-F(t)   Ji
dF(T)   = Kft kT d T
A   1  f   d F C, )   +   ft   d F( , )     1= . J ' d,
-t
k
F(T)
J i  M-F T)1              1
Voor k 0 -1 geldt het volgende:
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ln   K.(11   -   ln   M-F (t)    = KM k+1(t    - 1)F(1) M-F(1) k+1
KM  (tk+1-1)
F(t)  =  F(1)  ek+1
M-F(t) M-F(1)
M
F(t) =
- SM- (t
k+1
1 + M-F(1) 0 k+1
-1)
F(1)  
M
=                                             (2.3.16.2.5)KM k+18- k+1 (t  -1)
1+e                                                    1
waarbij B = 1n M-F(1)
F(1)
De verdelingsfunctie (2.3.16.2.5) is een generalisatie van
de logistische functie. Stellen we k = 0, wat wil zeggen dat
de introductiekoopgeneigdheid voor elke potenti6le koper ge-
lijk is, en (t-1) = 0, dan wordt (2.3.16.2.5):
M
F(t) =
1+e 8-EMB
welke de logistische verdelingsfunctie is.
Voor k < -1 is (2.3.16.2.5) geen verdelingsfunctie. Derhalve
wordt deze mogelijkheid buiten beschouwing gelaten.
De situatie k = -1 wordt apart bekeken.
Voor -1 <k<0 heeft (2.3.16.2.5) een bovenasymptoot:
lim F(t) = M (2.3.16.2.6)
t+Oo
De tweede afgeleide
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d2F (t) k-1 k+1 k+1= Kt F(t)[M-F(t)1{k+Kt I M-F (t)1 -K t F(t)}
dt2
(2.3.16.2.7)
is nul als de laatste factor nul is.
Hieruit volgt dat
k+1
k+Ktb    M
F (tb) = k+1
2Ktb
k
=9+ (2.3.16.2.8)k+1
2Ktb
De uitdrukking (2.3.16.2.8) is een vergelijking in tb waaruit
tb analytisch niet op te lossen is.
Voor het onderzoek naar aan of meerdere buigpunten van ver-
delingsfunctie (2.3.16.2.5) beschouwen we het gedrag van de
tweede afgeleide (2.3.16.2.7) nader.
Deze tweede afgeleide herschrijven we als volgt:
d2F (t) k-1 k+1= Kt F(t)[M-F(t)l{k+Kt [M-2F(t)1} (2.3.16.2.9)
dt 2
Voor t=l i s
d2F t) = KF(1)[M-F(1)1{k+KIM-2F(1)1} (2.3.16.2.10)
dt
In dit punt is d2F(t) > 0 indien
dt
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k  +   KIM-2F (1)1    >   0
of indien
-k
K > M-2F(1) '
Voort=th geldt F(t) = .
De tweede afgeleide voor t = th is
2d F(t) k-1 M2- Kt -k<0 (2.3.16.2.11)2 h 4dt
omdat
k-1 M2Kth   r>O e n k<0.
Uit het bovenstaande volgt, dat er voor
-k
K > M-2F (1) (2.3.16.2.12)
een of meerdere buigpunten in het interval (1, th) bestaan.
Wij onderzoeken nu de punten, waarin F(t) de waarde pM heeft
met F(1) < PM < 4M. De bijbehorende t noemen we t . Hiervoor
geldt:
1<tp<th
De tweede afgeleide wordt nu:
d2F (tp) k-1 k+12  = Kt    P(1-p)M2{k+Kt M(1-2p)} (2.3.16.2.13)
dt
122
d2F(t) = 0, indien de term tussen de accoladen gelijk aan
2
dt
nul is. Dit is voor positieve t dan en alleen dan het g
e-
P
val als:
1
t  = F   -k : (2.3.16.2.14)
i k+1
P   LKM(1-2p)]
Dit betekent dat er precies 66n buigpunt in het interval
(1, th) bestaat, mits
-k (2.3.16.2.15)-k<K<
k+1 M(1-2p)
th   M(1-2p)
waarin
F(1) (2.3.16.2.16)-M<P< 4
Wij onderzoeken verder de punten, waarin F(t) de waarde qM
heeft met 4M < qM < M. De bijbehorende t noemen we t . Deze
ligt in het interval (th' -)·
De tweede afgeleide wordt:
d F(t) k-12 = Kt
 
q(1-q)M2{k+Kt k+IM(1-29) (2.3.16.2.17)
dt2
d F(t) < 0, omdat de factor buiten de accoladen > 0 en 
alle
dt
factoren binnen de accoladen < 0 zijn.
Uit het bovenstaande concluderen we dat de verdelingsfunctie
(2.3.16.2.5) een positief scheve verdeling met precies a
dn
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buigpunt is, mits K voldoet aan (2.3.16.2.12), (2.3.16.2.15)
en (2.3.16.2.16).
In figuur 2.3.16.2.1. zijn een aantal differentiaalverge-
lijkingen van de verdelingsfunctie (2.3.16.2.5) uitgezet
voor verschillende waarden voor K en k die aan de bovenge-
noemde voorwaarden voldoen.
Fig. 2.3.16.2.1  51  11 = KtkF(t)[M-F(t)1   (M = 1)
d FIt)
-Br
0,14 - %.1,6
k=-05
0,12 -
li. 2,4
k =-08
0.10 -
x= 2,4
0,08 - k=-1
0,06  -
-                                                                                             14= 1.6
k=-08
0.04 -
0,02 -
0                                  111               1                 t0246 8          10          12          14          16         18         20
Voor £ =l e n k= -1 wordt de differentiaalvergelijking
(2.3.16.2.4):
dd<t)     = Et-1 F(t)[M-F(t)1 (2.3.16.2.18)
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Scheiding van de variabelen geeft:
 1 F(T)[M-F(T)1 -K|  T  dr
dF(r) rt  -1
Jl
'If'd'(r) , ft    :5 2 d       -    I     r    ' -l d,F(r) /1   '1
F(t) - 1n M-F(t)ln
FTTT M-F(1) = KMIn t
F(t)  =  F(1)  t KM
M-F(t) M-F(1)
M
F(t) = (2.3.16.2.19)-KM
1+Bt
waarbij
B = M-F(1)F(1)
De verdelingsfunctie heeft een bovenasymptoot M:
lim F(t) = M (2.3.16.2.20)
t+.
De tweede afgeleide
2d F(t) -2
dt 2
= Kt F(t)[ M-F(t)1{-1+K[ M-F(t)1-EF(t)} (2.3.16.2.21)
is nul, indien de laatste factor nul is.
Hieruit volgt dat
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F (tb )    =   E 1
=M_1 (2.3.16.2.22)2   2K
Het tijdstip tb vinden we door de verdelingsfunctie
(2.3.16.2.19) gelijk te stellen aan (2.3.16.2.22) en uit de
vergelijking t op te lossen. Hieruit volgt dat
1
t                                                   (2.3.16.2.23)= fS(KM-1)1 KM
b   L KM+1
Uit (2.3.16.2.13), waaruit volgt dat F(tb) < F(th) en uit
(2.3.16.2.14) concluderen we dat de verdelingsfunctie
(2.3.16.2.19) positief scheef is en precies &6n buigpunt
heeft.
Wij kunnen ten aanzien van de differentiaalvergelijking
(2.3.16.2.4) voor de verschillende waarden van k en £ het
volgende overzicht van eigenschappen samenstellen.
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Tabel 2.3.16.2.1 Overzicht van de eigenschappen van de bij
de differentiaalvergelijking
d (t) = K tkF(t) 1[M-F (t)] behorende F(t)
voor verschillende waarden van k en £.
>».1- £=o 0<£<1 £=l £>1
k= -1  (geen buig- (positief positief
punt) scheef) scheef
positief
-1<k<0 (geen buig- (positief scheef voor
punt) scheef) -k
K > M-2F(1)
k=0 geen buigpunt positief symmetrisch negatief
(zie exponen- scheef (zie logis- scheef
tieel model) tisch model)
k>0 positief
scheef voor
E+ln 2
0<k<
1-ln 2
(zie Weibull-
model)
Uit de kolom £ =1 blijkt, dat de voorwaarde k<0 positieve
scheefheid veroorzaakt (zie ook figuur 2.3.16.2.2). Analoog
hebben we tussen haakjes de velden Z = 0, k = -1 resp. 1 = 0,
-1 <k<0 ingevuld. Uit de rij k=0 volgt, dat £ <l e n
2 > 1 respectievelijk positieve en negatieve scheefheid te-
weegbrengen. (zie ook de figuren 2.3.16.2.3 en 2.3.16.2.4).
Daar zowel k<0 als 0< £ <1 positieve scheefheid bewerk-
stelligt, hebben we in de velden k= -1, 0< £ <l e n
-1 <k<0,0< £ <1 tussen haakjes ingevuld, dat de ver-
delingsfunctie positief scheef is. De velden k= -1, £ >1
en -1 <k<0, £ >1 kunnen niet ingevuld worden, omdat
£ >O e n k<0 respectievelijk negatieve en positieve scheef-
heid veroorzaakt. Het hangt van de relatieve waarden van k
en £ af of we te doen hebben met een negatief scheve dan wel
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een positief scheve verdelingsfunctie. Bij de figuren
2.3.16.2.2 t/m 2.3.16.2.4 zij opgemerkt dat F(t) niet ana-
lytisch, maar via dE_itl wel numeriek oplosbaar is.dt
Fig. 2.3.16.2.2 5el = KtkF(t)1[M-F(t)] voor M = 0,9 en
2 = 1,2.
9.1
0,12 -
0,10 -
0,08 -
0.06 -
0,04 -
k = -0,5 k= -0.2 k=00,02 - x.2 k =1 %=05
0      111 1 lilli    1            1            1         .r
0          5         10         15         20         25         30
Fig. 2.3.16.2.3 d (&1 = KtkF(t)1[M-F(t)] voor M = 0,9
K  =  0,5 en k = 0.
el
dt
0.16 -
014-
1=05
0,12 -
0,10 -
-                             A
0,08 -
-
0.06 -
0.0( -
0.02-
0 6    5   10   15 20 25       30
, ,
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dF(t)Fig. 2.3.16.2.4  -HE-- - KtkF(t)1[M-F(t)1 voor M = 0,9,
K =  2  en k = -6.
dF(t j
dt
0,24 -
0,22 -
0,20 -
0.18 - 1=08
0,16 -
0.14 -
1-1
0,12 -
0,10 -
0.08 -
1=12
0,06 -
0,04 -
0.02 -
0- l i l l I T I l l t
0              5              10             15             20             25             30
Het heterogene gegeneraliseerde logistische model kan even-
tueel verder vereenvoudigd worden door te stellen dat de
ontwikkeling van de gemiddelde introductiekoopgeneigdheid
van de op tijdstip t resterende potentiole kopers een func-
tie van F(t) is. Hoewel deze benadering minder goed is van-
wege een overschatting aan het eind van het groeiproces,
kunnen we stellen dat:
Kt(1) = EF(t)k
(2.3.16.2.24)
Hieruit resulteert de volgende differentiaalvergelijking:
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dF(t) k+Z
dE-- = KF(t) [M-F(t)1
= KF(t)m[M-F(t)1 (2.3.16.2.25)
waarin m=k+Z.
In het voorafgaande is reeds gebleken (zie 2.3.16.1.7) dat
F (tb )    =   iiA- M (2.3.16.2.26)
Hieruit volgt, dat de groeicurve voor m>1 negatief scheef,
voor m=1 symmetrisch en voor 0<m<1 positief scheef is;
voor m=0 heeft de groeicurve geen buigpunt.
De conclusie is, dat we met het heterogene gegeneraliseerde
logistische model, vanuit zowel theoreti-sch als empirisch
oogpunt, tal van bezwaren van de voorafgaande modellen on-
dervangen. Het heterogene gegeneraliseerde logistische model
heeft evenals het gamma-exponentiole, het gamma-Weibull en
het gamma-lineaire leermodel het voordeel, dat hierin een
heterogene introductiekoopgeneigdheid, zij het impliciet op-
genomen is. Daarnaast heeft het heterogene gegeneraliseerde
logistische model niet het bezwaar, dat de invloed van de        
sociaal-psychologische druk onafhankelijk van de ontwikke-
ling van de penetratie wordt bepaald. In vergelijking met
de logistische, de Gompertz- en verwante modellen, waarin
de invloed van de sociaal-psychologische druk wordt afgeme-
ten aan het niet juist bepaalde aantal contacten, heeft het
heterogene gegeneraliseerde logistische dodel het voordeel,
dat er een benadering wordt gegeven van het theoretisch
juist te achten aantal contacten; bovendien wordt rekening
gehouden met de mogelijkheid dat alle contacten niet even
effectief zijn.
In empirisch opzicht biedt het heterogene gegeneraliseerde
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logistische model ook een voordeel, omdat, zoals uit de fi-
guren 2.3.16.2.2 t/m 2.3.16.2.4 blijkt, de groeicurven erg
flexibel zijn. Door de opneming van de twee parameters k en
2 bestaat er geen vast verband tussen de maximale groeivoet
en de verzadigingsgraad, zoals bij het logistische, Gompertz-,
Johnson- en het log-inverse model het geval is.
Ter vergelijking zijn alle tot nu toe behandelde modellen
met hun voornaamste karakteristieken overzichtelijk weerge-
geven in tabel 2.3.16.3.2.
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label 2.3.16.3.2 Ove/zicht van alle behandelde modallen.
Model .(t'.(0) ' 0) /(t)
.(tb}
2.3.2 Exponer,tidle .(0) (0   I   . ( . )   A " M(1 - e: (0).)
2.3.3           - •till• Th (I, A . 0) Mil -(*r)'1                            -
2.3.5 Logistisch ifit) (0 4 1 1)                           M                                  M7IIi";RE                                     T
-(/(0}...).
2.3.6 Semi- logistisch <(0} + "(t) (0 c klo) 6 11
M[ 1-e
; 1 1- 9'3 1. )
AM<c- 1: Co) 1
+   le-(KIO)1.Mltj
2.3.8.1 Gompertz Dbt  Tt)
(D . 0) Mabt (0. . .D                         -M
(0,362 <b.1)                                                   e
{a 4 0}                   1
2.3.8.2 Johnson (b > 0)
b /{t)
..SPEE                                M2 M-/(t}
8-bt)                                                                        2
(t ; 0)
L Fit) 1 8.0 1                 -f                            >2.3.8.3 1 g-inverse tl M-/(tl Me(t > 0)
{k < -11 E T'l.12.3.8. 4    Gegenerallseerde  dek Fit) - ST
log-inverse M-/It) (t, d > 01 Me Me
(0  <  I (0}  ; 1}
41-0 - K'5+ Itk.1-111 . [,4 -« (k>f(O)>O)2.3.10 Weibull .(0}t {k , -11
(t t 1)
(O, A > 0)
2.3.11 G"nia-
0' , -11                 M [1 - (lk•HZ::1)-1 )1Weibull tk:;:::::1:.1) (t & l}
.Il f ." ).1L  \*B#A • „k.„-,
t O < ,6, )
2.3.13 Lineair ,t. to)+11- t)K.  (0 < -(01,
leermodel                            *
4, ) .1, - .-Ii: - »1.-'.,11        -
2.3.14 .+CK.,-03(l-vt)+ El-l-)  (04,41) 1
..1.- 5]1     -Gamma-lineair '": t..,•01   M|, -     '
leermodel A.lal                •
in               (OcK
<1) 1 ('- S). &
Heterogee.               1                                         M
(-1 . . .0)
2.3.16.2   gegeneraliseerd   .tk/ (t)    CK, R , 01 (Z - 1)
;   .   I.tkilt'   =   l,
log Hisch
(t Z l} 8- 0r (tk+1-1)1+e
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2.4 HET GROEIPROCES VAN HET BEZIT VAN EEN DUURZAAM CONSUMP-
TIEGOED; OMGEVINGSFACTOREN VARIABEL.
2.4.1 Inleiding.
Wat de omgevingsfactoren betreft beperken we ons in deze pa-
ragraaf voornamelijk tot de invloed van de bevolkingsgroei
en de economische factoren inkomen en prijs. Andere economi-
sche factoren zoals reclame en distributie, kunnen op de-
zelfde manier als de variabelen inkomen en prijs in de mo-
dellen opgenomen worden.
Wij stellen dat de invloed van omgevingsfactoren op het
groeiproces zich op een van de volgende drie manieren mani-
festeert:
a. in de ontwikkeling van het totale aantal potentiole ko-
pers
b. in de ontwikkeling van de koopgeneigdheid
c. in de ontwikkeling van zowel het aantal potentiole kopers
I als de koopgeneigdheid.
Dit betekent dat de omgevingsfactoren niet direct invloed
uitoefenen op de initiale vraag, maar indirect, nl. via de
beinvloeding van 66n of meer parameters van de groeifunctie.
 
In vergelijking met paragraaf 2.3 wordt de analyse moeilijker,
omdat de waargenomen groeicurve uit een aantal segmenten van
verschillende groeicurven wordt geacht te zijn opgebouwd.
In paragraaf 2.4.2 beschouwen we het groeiproces met een
constante verzadigingsgraad en een koopgeneigdheidsfunctie,
die afhankelijk is van omgevingsfactoren. Vervolgens komen
een aantal groeimodellen aan de orde waarin geen onderscheid
gemaakt wordt tussen exemplaren die gekocht zijn als eerste
dan wel als additionele aanschaf. Het onderwerp van studie
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in deze gevallen is de ontwikkeling van het bestand. De in
paragraaf 2.3.1 ontwikkelde terminologie kan hierdoor niet
gebruikt worden. Het maximale aantal exemplaren in gebruik
zullen we in deze gevallen aanduiden met het begrip verzadi-
gingsniveau. Bovendien wordt in een aantal modellen de groei
van het bestand niet als fractie van het aantal gezinnen
maar in absolute eenheden uitgedrukt. In het eerstgenoemde
*
geval duiden we het verzadigingsniveau aan met b , in het
*
laatstgenoemde geval met B .
In plaats van het begrip initiale aankoopfunctie gebruiken
wij in deze gevallen het begrip aanpassingssnelheid. In para-
graaf 2.4.3 bespreken we een aantal groeiprocessen met een
variabel verzadigingsniveau. Allereerst komen aan de orde de
groeiprocessen met een onbegrensd variabel verzadigingsni-
34veau en met een aanpassingssnelheid, die niet direct 6f
direct afhankelijk is van economische factoren (2.4.3.1),
(2.4.3.2). Daarna komen groeiprocessen met een begrensd va-
riabele verzadigingsgraad c.q. -niveau aan de orde met een
koopgeneigdheidsfunctie c.q. aanpassingssnelheid die niet
direct (2.4.4.1) resp. direct afhankelijk van economische
factoren is (2.4.4.2). Na de behandeling van elk model volgt
kritiek. In paragraaf 2.4.5 wordt nagegaan, wat de invloed
van veranderingen in de populatie gezinnen op het groeipro-
ces van een duurzaam consumptiegoed is.
Tenslotte warden er in par. 2.4.6 de omgevingsfactoren prijs
en inkomen in het heterogene gegeneraliseerde logistische
model opgenomen.
2.4.2 Het groeiproces met een constante verzadigingsgraad
en een koopgeneigdheidsfunctie, afhankelijk van omge-
vingsfactoren.
34. De koopgeneigdheid in logistische modellen met variabele
verzadigingsgraden is altijd indirect via F(t) van eco-
nomische factoren afhankelijk. Hetzelfde geldt mutatis
mutandis voor de aanpassingssnelheid.
134
2.4.2.1 Inleiding.
In deze paragraaf wordt aangenomen dat de koopgeneigdheid
van de potenti5le kopers economisch beinvloedbaar is i.t.t.
de verzadigingsgraad. Betere economische omstandigheden ver-
snellen het groeiproces zonder dat er nieuwe potentiole ko-
pers bijkomen. Het aantal potentidle kopers moet in derge-
lijke modellen dus vanaf het begin vaststaan.
In de literatuur baseert men zich meestal op de logistische
functie met M = 1. Het meest voor de hand ligt om een inko-
mensvariabele (y) en een prijsvariabele (p) multiplicatief
dan wel additief in de koopgeneigdheidsfunctie op te nemen:
Ki(t) = Kiy(t)ni p(t)Ki F(t) (2.4.2.1.1)
of
Ki(t) = [Ki+niY(t)+TiP(t)]F(t) (2.4.2.1.2)
Daar in een logistisch model uitgegaan wordt van een homoge-
ne populatie, worden de initiale aankoopfuncties resp.:
%(t) I Ky(t)np(t)7'F(t) (2.4.2.1.3)
en
K(t) = IK+Tly(t) + Trp(t)1 F(t) (2.4.2.1.4)
Deze leiden dan tot de differentiaalvergelijkingen:
d 11 = KY(t)np(t)' F(t)[l-F(t)1 (2.4.2.1.5)
en
dF(t)dt   - [K+ny(t) + TP(t)]F(t)[1-F(t)1 (2.4.2.1.6)
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De laatste differentiaalvergelijking wordt opgelost door
scheiding van de variabelen:
dF(t)
F(t)[1-F(t)1 = K + my(t) + Ap(t)
1n
=   Et   +   n. .0  Y(z)d r   +   Tr        p(T) d·r   +   C
F(t)
1-F(t)
1F(t) = (2.4.2.1.7)
8-[ Kt+nf y(T)dr+irf p(r)drl
1+e
waarin
B = 1n ( 1-F(0) )F(0)
Indien men stelt dat de tijdreeksen van y(t) en p(t) beschre-
ven kunnen worden door polynomen in t, wordt voor (2.4.2.1.7)
35
een gesloten uitdrukking verkregen
Een andere benadering van (2.4.2.1.7) wordt verkregen door:
1
F(t) =                       t                    (2.4.2.1.8)t
B-[it+71 jEO Yj+iT jio pj'
1-e
Zowel de differentiaalvergelijkingen (2.3.2.1.5) als
(2.3.2.1.6) zijn vaak toegepast o.a. door T.F. Dernburg
(1958) en W.F. Massy (1960) in onderzoeken naar de groei van
het televisiebezit in de Verenigde Staten.
35. Zie W.F. Massy, D.B. Montgomery, D.G. Morrison, Stochas-
tic Models of Buying Behavior, The M.I.T. Press, Cam-
bridge, Massachusetts and London, England, 1970, p.
307 - 308.
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2.4.2.2 Het model van Dernburg 36.
In een doorsnee-analyse van het televisiebezit in de Vere-
nigde Staten stelt Dernburg dat de consumentenpreferenties
gemeten kunnen worden m.b.v. de wachttijd tot de eerste aan-
koop. Hij neemt aan dat de wachttijden in de populatie nor-
maal verdeeld zijn. Voor de verzadigingsgraad neemt hij de
waarde 66n. Verder stelt hij dat het groeiproces gevoelig is
voor een aantal omgevingsfactoren; hij stelt met name dat de
verwachting van de wachttijd een lineaire functie is van het
gemiddelde inkomen Yt' de leeftijd van het eerste in het ge-
bied geopende zendstation zlt' het aantal zendstations z2t
zowel als de gemiddelde leeftijd hiervan z3t. De bovenge-
noemde omgevingsvariabelen kunnen van gebied tot gebied en
van gezin tot gezin verschillend zijn. De cumulatieve nor-
male verdeling van de wachttijd van de gezinnen in elk ge-
bied wordt door Dernburg benaderd door een logistische func-
tie van de vorm:
1
F = (2.4.2.2.1)t      -(BO+Blyt+82zlt+83z2t+84z3t)
1+e
Uit (2.4.2.2.1) leidt hij de zogenaamde "logit" vergelij-
37
king af.
Ft                                             (2.4.2.2.2)
ln 1-F,i = Bo+BlYt+82z1t+B3z2t+B4z3t
waarvan de parameters met behulp van de kleinste kwadraten-
methode te schatten zijn.
2.4.2.3 Kritiek.
36. T.F. Dernburg, Consumer Response to Innovation: Televi-
sion. In: Studies in Household Economic Behavior, Yale
Studies in Economics 9, New Haven, 1958, p. 1 - 49.
37. J. Berkson, Application of the Logistic Function to Bio-
Assay, Journal of the American Statistical Association
39 (1944) p. 357 - 365.
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Een voordeel van de doorsnee-analyse is, dat, mits het model
goed gespecificeerd is, de invloeden van de omgevingsfacto-
ren, bijzonder goed te analyseren zijn. Bij de schatting van
de parameters van Dernburgs model op twee verschillende tijd-
stippen bleek echter, dat M niet constant bleef. Dit bete-
kent wellicht dat de omgevingsvariabelen behalve op de ini-
tiale aankoopfunctie ook op de verzadigingsgraad invloed uit-
oefenen.
Een nadeel van de doorsnee-analyse is, dat de analyse slechts
op &6n tijdstip betrekking heeft en zich daarom moeilijk
leent voor prognoses.
Het model van Dernburg is niet geschikt voor tijdreeksana-
lyse waarin de verklarende variabelen varioren in de tijd.
Volgens (2.4.2.1.8) is de tijdreeksversie van de "logit"
vergelijking:
Ft          t         t         t          t
].rl .1-F  = BO+Bl jEO Yj+82 jEO zlj+83 jEO Z2j+84 jAO Z31
In dit geval kan men de karakteristieken van het groeipro-
ces beter beschrijven met behulp van differentiaalvergelij-
king (2.4.2.1.6) in plaats van met de verdelingsfunctie zelf.
De kwaliteit van een veronderstelling ten aanzien van een
verdelingsfunctie blijkt pas bij de analyse van de daarbij
behorende differentiaalvergelijking. De gekozen curve in dit
model is evenmin gerechtvaardigd als de veronderstelling van
de normale verdeling van de wachttijden. Derhalve draagt dit
onderzoek weinig bij tot een verklaring van de theoretische
basis voor de groeicurve.
382.4.2.4 Het model van Massy
Het uitgangspunt in het model van Massy is, dat er in de po-
38. W.F. Massy, Innovation and Market Penetration, A Studyin the Analysis of New Product Demand, unpublished Ph.
D. Thesis, Massachusetts Institute of Technology, Cam-
bridge, Mass. 1960.
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pulatie een aantal lagen zijn, die verschillend reageren op
het steeds bekender worden van het produkt en op de inko-
mens- en prijsontwikkelingen. Hij neemt het aantal lagen in
de populatie zo groot, en dus de omvang ervan zo klein , dat
de voor deze lagen gedefinieerde grootheden continu vario-
ren. Massy stelt, dat de gevoeligheidscoofficionten van de
inkomens- en prijsvariabele zelf functies van F(t) zijn. Op
deze manier wil hij de invloed van de overgangen van de ko-
persgroepen meten.
Massy gaat uit van een differentiaalvergelijking, die de vol-
gende koopgeneigdheidsfunctie impliceert:
n +nlF(t) TTO+7TIF(t)
Ki(t) -
Ky(t) P(t) F(t) (2.4.2.4.1)
Daar de koopgeneigdheid voor iedere potentiole koper gelijk
wordt verondersteld, wordt de initiale aankoopfunctie, reke-
ning houdend met een verzadigingsgraad M < 1, volgens
(2.3.1.29) en (2.3.1.30):
M-F(t) no+nlF(t) 1Tl  7T lf(t)
K(t) = Ky(t) P(t) F(t) (2.4.2.4.2)1-F(t)
Uit (2.4.2.4.2) volgt dan met behulp van (2.3.1.31) de door
Massy als uitgangspunt genomen differentiaalvergelijking
110+nlF (t)  O+wlF(t)
dd(t) = KY(t) P(t) F(t)[M-F(t)1
(2.4.2.4.3)
welke hij als de "modified logistic" aanduidt.
2.4.2.5 Kritiek.
Massy interpreteert de geschatte parameters nO, nl'  0 en  1
als vraagelasticiteiten. Bij de toetsing van het model aan
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de ontwikkeling van de penetratiegraad van het televisiebe-
zit in de Verenigde Staten bleek echter, dat de parameters
het verkeerde teken hadden.
De prijselasticiteit steeg van 0,217 aan het begin van het
groeiproces tot 3,1 aan het eind  (,0, 11 > 0)·
De inkomenselasticiteit daalde in deze periode van + 1 ,232
tot - 0,94  (nO > 0, nl < 0)·
De parameters nl, nl' wl en Al' zijn echter in feite geen
vraagelasticiteiten, maar reflecteren veel meer de invloed
op de koopgeneigdheid Ki(t). In de onderzochte periode ste-
gen de inkomens en daalde de prijs van televisies in Amerika.
Men mag van deze ontwikkelingen verwachten dat ze een posi-
tief effect hebben op de koopgeneigdheid.
Neemt men, behalve de positieve invloed van de sociaal-psy-
chologische druk d.m.v. F(t) ook nog de positieve invloed
van de dalende prijzen en stijgende inkomens in de koopge-
neigdheidsfunctie van een logistisch model met een constante
verzadigingsgraad op, dan heeft dit tot gevolg, dat een ne-
gatief scheve groeicurve resulteert. Daar de ontwikkeling
van de penetratiegraad van het televisiebezit een positief
scheve curve volgt, is het niet verwonderlijk dat de voor
het gegeven model geschatte prijs- en inkomensparameters
verkeerde tekens hebben.
De conclusie moet dan ook zijn dat het model niet goed ge-
specificeerd is. Zoals we in paragraaf 2.3.1.6 aangetoond
hebben, geldt dit met name voor de invloed van de sociaal-
psychologische druk en de koopgeneigdheid, die voor alle po-
tentiole kopers gelijk verondersteld wordt.
Verder wordt de mogelijkheid buiten beschouwing gelaten,
dat stijgende inkomens en dalende prijzen tevens de verzadi-
gingsgraad kunnen beinvloeden.
2.4.3 Het groeiproces met onbegrensde uitbreiding van het
verzadigingsniveau.
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2.4.3.1 Inleiding.
Een verandering in het verzadigingsniveau betekent ofwel dat
het aantal nieuwe potentieel aan te schaffen exemplaren toe-
neemt bij verbetering van de economische omstandigheden of-
wel dat het aantal potentieel aan te schaffen exemplaren
vermindert bij verslechtering van de economische situatie.
Dit impliceert dat het aantal potentiole kopers van het eer-
ste exemplaar en/of additionele exemplaren toeneemt, resp.
afneemt. In deze paragraaf komen twee modellen met een onbe-
grensde uitbreiding van het verzadigingsniveau aan de orde.
2.4.3.2 Het model van Stone en Rowe 39.
Dit veel toegepaste model voor de verklaring en de prognose
van de vraag naar duurzame consumptiegoederen is in essen-
tie een exponentieel model met een onbegrensd variabel ver-
zadigingsniveau en een aanpassingssnelheid die afhankelijk
van economische factoren is.
Aan dit model ligt ten grondslag de volgende differentiaal-
vergelijking:
nt = bt - bt-1 = v(bt  - bt-1) (2.4.3.2.1)
Hierin is nt het aantal initiale aankopen in periode t
bt het bestand aan het eind van periode t
b   het verzadigingsniveau aan het eind van perio-
de t
v  de aanpassingssnelheid.
De initiale aankopen, het bestand het het verzadigingsniveau
worden uitgedrukt in constante geldeenheden per gezin 40.
39. J.R. Stone and D.A. Rowe, The Market Demand for Durable
Goods,-Econometrica, 15 (1957), p. 423 - 443.
M. Nerlove, The Market Demand for Durable Goods, A Com-
ment, Econometrica, 28 (1960) p. 132 - 142.
J.R. Stone and D.A. Rowe, The Durability of Consumer
Durable Goods, Econometrica, 28 (1960), p.  407 - 416.
40. Van de invloed van de bevolkingsgroei wordt hier geab-
straheerd.
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Volgens Stone en Rowe ontwikkelt het verzadigingsniveau zich
als volgt in de tijd:
bt = 04 4 eyt
Hierin zijn a, n, 1 en y constanten, is p de relatieve prijs
van het duurzame consumptiegoed t.o.v. de andere goederen en
y het reole inkomen per hoofd.
De vergelijkingen (2.4.3.2.1) en (2.4.3.2.2) leveren teza-
men het volgende model op:
nt = v[ ayt pt eyt - bt-11 (2.4.3.2.3)
Aan het model van Stone en Rowe ligt de gedachte ten grond-
slag dat de vraag en het aanbod in evenwicht zijn als de
consumenten, bij gegeven reole inkomens- en prijsverhoudingen,
het bestand niet wensen te veranderen. Is het bestand klei-
ner dan het met het gegeven inkomens- en prijsverhoudingen
overeenkomend verzadigingsniveau, dan zullen de consumenten
trachten door initiale aankopen het bestand op het verzadi-
gingsniveau te brengen.
De aanpassing geschiedt niet in 66n periode, maar in meerde-
re perioden. In elke periode wordt een bepaalde constante
fractie van de discrepantie tussen het bestand en het verza-
digingsniveau weggewerkt. Stone en Rowe namen dus aan dat de
aanpassing des te sneller geschiedt naarmate de discrepan-
tie groter is. Indien door gewijzigde inkomens- en prijs-
verhoudingen het verzadigingsniveau lager is dan het bestand
dan vindt aanpassing van het bestand plaats door inkrimping
van het bestand.
Elke nieuwe inkomens- en prijsverandering zal wederom een
aanpassingsproces tot gevolg hebben.
Een evenwichtsbestand kan slechts dan bereikt worden, als de
inkomens- en prijsverhoudingen gedurende een lange tijd con-
stant blijven, omdat het aanpassingsproces meerdere perioden
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omvat. In het geval van steeds veranderende inkomens- en
prijsverhoudingen zal er steeds een positief of negatief
verschil tussen het bestand en het verzadigingsniveau blij-
ven bestaan.
Het bovenstaande wordt in figuur 2.4.3.2.1 geIllustreerd.
Fig. 2.4.3.2.1 Het model van Stone en Rowe.
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Het bestand groeit de eerste 8 jaar exponentieel naar een
verzadigingsniveau van 0,4. Dan wordt het verzadigingsniveau
verhoogt tot 0,55 ten gevolge van b.v. een inkomensverho-
ging, waardoor een nieuwe groeifase wordt ingeluid. Na 15
jaar daalt het verzadigingsniveau scherp tot 0,25 waardoor
de stijgende ontwikkeling van het bestand wordt omgezet in
een dalende. Er ontstaat een overschot van het produkt, dat
geliguideerd wordt. Deze inkrimping van het bestand wordt
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niet bepaald door een uitvalsproces
2.4.3.3 Kritiek.
Zoals reeds gesteld is het model van Stone en Rowe een expo-
nentieel model. De veronderstelling dat de aanpassingssnel-
heid van het bestand onafhankelijk is van de mate van be-
kendheid van het produkt is niet reiel.
Voor de verklaring en de prognose van de vraag op korte ter-
mijn van reeds bekende duurzame consumptiegoederen blijkt
het model goed te voldoen. Voor de prognose van de vraag op
lange termijn is het model niet geschikt. Op grond van de
wet van het afnemend grensnut zal na verloop van een bepaal-
de tijd de bestandstoeneming van een duurzaam consumptiegoed
ook bij stijgend inkomen en/of dalende prijs verminderen.
Doordat uitgegaan wordt van een onbegrensd variabel verzadi-
gingsniveau, is dit effect in onvoldoende mate in het model
opgenomen.
Verder wordt er in het model geen onderscheid gemaakt tussen
de eerste aankopen en de additionele aankopen. Dientengevol-
ge is het niet mogelijk kansverdelingen van de wachttijd
tot de eerste aankoop te definioren.
In plaats van het begrip koopgeneigdheid hanteren we het be-
grip aanpassingssnelheid. Het is mogelijk elk gezin uit te
drukken in evenveel eenheden als het aantal exemplaren waar-
van het koper &n potentieel koper is. Voor elke eenheid kan
men in dit geval een wachttijd tot de eerste aankoop defini-
eren. Het verzadigingsniveau, uitgedrukt per eenheid, is dan
op te vatten als de verzadigingsgraad, die niet groter dan
66n kan worden. Aldus zou men een verdelingsdichtheid en
een verdelingsfunctie voor elke willekeurige eenheid uit de
gehele populatie kunnen afleiden. Aanbevelenswaardig is dit
41. Zie C.F. Roos en Victor von Szeliski, Factors Governing
Changes in the Domestic Automobile Demand. In: The Dyna-
mics of Automobile Demand, General Motors Corporation,
New York 1939, p. 36 - 37.
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niet. De koopgeneigdheidsfunctie en de functie voor de ont-
wikkeling van de verzadigingsgraad zijn moeilijk te specifi-
ceren omdat de eenheden in feite eerste, tweede of volgende
exemplaren betreffen die elk een eigen koopgeneigdheidsfunc-
tie resp. een functie voor de verzadigingsgraad hebben. On-
ze voorkeur gaat uit naar het afzonderlijk analyseren van de
wachttijden tot de eerste, de tweede aankoop en eventueel
verdere aankopen.
Een verder bezwaar van het model van Stone en Rowe is, dat
de aanpassingssnelheid homogeen wordt verondersteld.
Nieuwe potentieel aan te schaffen exemplaren, die ontstaan
door uitbreiding van het verzadigingsniveau krijgen gelijk
dezelfde aanpassingssnelheid als de reeds bestaande poten-
tieel aan te schaffen exemplaren.
2.4.3.4 Het model van Roos en Szeliski 42.
Het klassiek geworden model van Roos en Szeliski van de
vraag naar auto's in de Verenigde Staten is een logistisch
model met een onbegrensd variabel verzadigingsniveau en een
aanpassingssnelheid die afhankelijk van economische factoren
is.
Zij stellen dat de initiale aankopen op tijdstip t het
produkt zijn van
- het aantal potentiole nieuwe bezitters
- de kans dat een individu, aselect getrokken uit boven-
43
staande groep, een auto zal kopen
Het aantal potentidle nieuwe bezitters is gelijk aan
42. C.F. Roos and V. v. Szeliski, Factors Governing Changes
in the Domestic Automobile Demand. In: the Dynamics of
Automobile Demand, General Motors Corporation, New York,
1939, p. 21 - 95.
43. Kennelijk wordt in dit model het meervoudig bezit uitge-
sloten.
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*
Bt - Bt-1
la
waarbij Bt  het verzadigingsniveau aan het eind van periode
t is en B het totale bestand aan het eind van periodet-1
t-1. Volgens Roos en Szeliski worden de initiale aankopen
nu gegeven door:
Nt = vt[ Bt   - Bt-11 (2.4.3.4.1)
waarbij Nt = initiale aankopen in periode t
v  = kans dat een aselect gekozen lid van de popula-
tie van potentidle kopers een auto koopt in pe-
riode t 44
De kans vt wordt groter naarmate het produkt bekender en
meer gewild wordt en naarmate er meer faciliteiten voor het     gebruik van het duurzame consumptiegoed zijn.
Deze factoren worden proportioneel aan het aantal auto's in
gebruik verondersteld:
vt = ultBt-1 (2.4.3.4.2)
De factor vl,t is afhankelijk van het persoonlijk beschik-
baar inkomen na aftrek van de noodzakelijke uitgaven voor
levensonderhoud y (Supernumerary income), de prijs van hetbt
produkt Pt en van de koopkracht die beschikbaar komt in de
vorm van in te ruilen auto's it. De grootheid it wordt ge-
meten door de verhouding van de gemiddelde inruilprijs en de
gemiddelde aankoopprijs van een nieuwe auto. Aldus wordt de
kans op aankoop:
44. De kans vt komt overeen met de in par. 2.3.1 geintrodu-
ceerde koopgeneigdheidsfunctie. Deze is weer identiek
aan de aanpassingssnelheid, omdat in dit model het meer-voudig bezit uitgesloten wordt.
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-7T  17     1
vt = v 2tPt  ybt ' it Bt-1 (2.4.3.4.3)
De functie v staat voor alle factoren die buiten beschou-2t
wing gelaten zijn m.n. kredietvoorwaarden e.d.. Bij de schat-
ting van de parameters wordt v constant verondersteld.2t
Het absolute verzadigingsniveau aan het eind van periode t
is gelijk aan
*
Bt  = btGt (2.4.3.4.4)
waarbij Gt het aantal gezinnen aan het eind van periode t
is. Het relatieve verzadigingsniveau bt is afhankelijk van
het inkomen ybt' de autoprijs Pt en de gemiddelde levensduur
voor auto's rt.
-6 s  -6
bt = mtPt ybt rt (2.4.3.4.5)
Hierin staat mt voor alle factoren, die niet expliciet in de
beschouwing meegenomen zijn. Evenals v 2t wordt deze bij de
schatting van de parameters constant verondersteld.
De factoren P en r krijgen dezelfde exponent, omdat Roos en
Szeliski menen, dat, gezien vanuit de instandhouding van het
autobestand, een stijging van de gemiddelde levensduur van
de auto met a&n procent hetzelfde effect heeft als een prijs-
daling van &6n procent. De verhouding P/T is een index voor
de vervangingskosten. Het verzadigingsniveau stijgt dus bij
dalende vervangingskosten en bij groeiende inkomens.
Het bovenstaande leidt tot de volgende functie voor de ini-
tiale aankopen:
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-6,P
Nt  =  "2tpt'  it  Ybt  Bt-1   Gtmt |  r 1      Ybt    -  Bt-1  \ Tt /
(2.4.3.4.6)
2.4.3.5 Kritiek.
Het model van Roos en Szeliski is in zoverre realistischer
dan het model van Stone en Rowe, dat rekening gehouden wordt
met de invloed van het bekender worden van het produkt. De
voornaamste bezwaren zijn de homogeniteit van de aanpassings-
snelheid, de onbegrensde uitbreiding van het verzadigings-
niveau en de uitsluiting van de mogelijkheid van meervoudig
bezit. Doordat de aanpassingssnelheid (2.4.3.4.3) homogeen
is, geven de parameters  , n en z geen zuiver beeld. De func-
tie voor het relatieve verzadigingsniveau (2.4.3.4.5), die
vanwege de uitsluiting van het meervoudig bezit identiek is
aan de functie van de variabele verzadigingsgraad, biedt
geen garanties dat de verzadigingsgraad nooit boven de waar-
de 6&n uitkomt.
2.4.4 Het groeiproces met begrensde uitbreiding van de ver-
zadigingsgraad c.q. -niveau.
2.4.4.1 Inleiding.
Behalve modellen van het groeiproces van het bezit van een
duurzaam consumptiegoed met een onbegrensd variabel verzadi-
gingsniveau vindt men in de literatuur modellen met een be-
grensd variabele verzadigingsgraad c.q. -niveau. De bekend-
ste modellen zullen we in deze paragraaf bespreken. Zij zijn
alle gebaseerd op het logistische model. Allereerst komen
aan de orde modellen met een koopgeneigdheidsfunctie resp.
een aanpassingssnelheid die niet direct afhankelijk van eco-
nomische factoren is (het model van Bain resp. het model van
Klaassen en Koyck). Daarna volgt een model met een aanpas-
singssnelheid die direct afhankelijk van economische facto-
ren is (het model van Bonus).
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2.4.4.2 Het model van Bain 45.
Het model van Bain betreft een onderzoek naar het televi-
siebezit in de verschillende gebieden van Groot-Brittannio.
Het is een logistisch model met een begrensd variabele ver-
zadigingsgraad. Het model impliceert verder een homogene
koopgeneigdheidsfunctie, welke niet direct afhankelijk van
economische factoren is:
Ki(t) = KiF(t) (2.4.4.2.1)
De initiale aankoopfunctie wordt:
K(t) = KF(t)
M(t)-F(t) (2.4.4.2.2)1-F(t)
Hieruit volgt de door Bain als uitgangspunt genomen diffe-
rentiaalvergelijking:
5 . = IF(t)[M(t)-F(t)1 (2.4.4.2.3)
Bain stelt dat de verzadigingsgraad M(t) afhankelijk is van
inkomens- en prijsontwikkelingen. De prijsontwikkeling kan
hij niet in het model opnemen vanwege de hoge mate van inter-
correlatie tussen de verzadigingsgraad, die geleidelijk
steeg, en de prijs die geleidelijk daalde in de beschouwde
periode. Minder moeilijkheden in dit opzicht biedt het ver-
band tussen de verzadigingsgraad en de kredietfaciliteiten.
Derhalve neemt hij het minimum aanbetalingsbedrag, nodig bij
koop op afbetaling (x(t)) op als verklarende variabele van
de hoogte van de verzadigingsgraad. Een belangrijke invloed
op de verzadigingsgraad heeft ook de introductie van het
tweede net (I.T.V.) gehad.
45. A.D. Bain, The Growth of Television Ownership in the
United Kingdom, International Economic Review, 2 (1962)
p. 145 - 167.
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Bovengenoemde factoren in beschouwing gekomen komt Bain tot
de volgende functie van de verzadigingsgraad:
M(t) = Mlzl(t) + M2 Z 2(t) + M3x(t) + g T (2.4.4.2.4)
waarbij 21(t) en z2(t) dummy-variabelen zijn die het al dan
niet aanwezig zijn van het tweede net aanduiden , en waar-
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bij y(t) het mediaaninkomen is. Tot het tijdstip van intro-
ductie van het tweede net is Ml de definitieve verzadigings-
graad. Hierna wordt dat M2. Bain verwacht dat M2 > Ml en M3
en M4 < 0
Hij neemt het mediaaninkomen als reciproke op, om te voor-
komen dat M(t) bovem de definitieve verzadigingsgraad uit-
komt. De parameters Ml t/m M4 moeten tezamen impliceren dat
0 < M(t) & 1.
De vergelijkingen (2.4.4.2.3) en (2.4.4.2.4) leiden tenslot-
te tot de volgende differentiaalvergelijking:
dF(t)                                  M4
-dt   - KF(t)[Mlzl + M222 + M3x(t) + Frt) - F(t)1
(2.4.4.2.5)
2.4.4.3 Het model van Klaassen en Koyck 47.
Dit model ter verklaring van de vraag naar auto's in Neder-
land is een logistisch model met een begrensd variabel ver-
zadigingsniveau en een aanpassingssnelheid, die niet direct
afhankelijk van economische factoren is.
Uitgangspunt is de differentiaalvergelijking:
46. Dit kan ook met &6n dummy-variabele aangegeven worden:
M(t) = Ml+M z(t)+M3x(t)+ 9-T T ,
waarin z(t) tot het tijdstip van introductie van het
tweede net de waarde nul aanneemt en daarna de waarde
66n, en M   = M2 - Ml'
47. Nederlands Economisch Instituut, De toekomstige ontwik-
keling van het autoverkeer in Nederland, Rotterdam, 1954.
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db(t) = vb(t)[b (t)-b(t)1 (2.4.4.3.1)dt
Het verzadigingsniveau per huishouding op tijdstip t
b"(t) is een functie van de prijs (p(t)), het inkomen
*
(y(t)) en een definitief verzadigingsniveau b .
De functie van het verzadigingsniveau is in principe dezelf-
de als de functie voor de verzadigingsgraad in het model van
Bain:
*
+       b
b4(t) = b" - -L - bf P(t) (2.4.4.3.2)y(t)
Uit (2.4.4.3.1) en (2.4.4.3.2) volgt:
*
db<t) = vb(t)[b"' --1  - b2  P(t) - b(t)] (2.4.4.3.3)dt Y(t)
2.4.4.4 Kritiek.
Het model van Bain impliceert dat er op een bepaald tijdstip
t vier lagen in de populatie zijn, nl.:
1. een laag F(t)G die het produkt gekocht heeft
2.  een  laag  [ M(t) -F (t) ] G, die onder de gegeven economische
omstandigheden potentieel koper is
3.   een  laag  [ M-M(t) ] G, die onder de gegeven economische  om-
standigheden geen potentieel koper is, maar dit wel bij
verbetering van de economische situatie zal worden
4.  een  laag  [ 1-M] G,  die het betrokken duurzame consumptie-
goed nooit zal kopen, ongeacht het inkomens- en prijsni-
veau.
Het bovenstaande wordt in figuur 2.4.4.4.1 geillustreerd.
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Fig. 2.4.4.4.1 De populatie, onderverdeeld naar verschillen-
de lagen.
populatie
G
MG
M{t)G
F{t}G
t
De definitieve verzadigingsgraad M geeft de fractie huis-
houdingen aan, die het produkt ooit zal kopen. Door verdere
inkomensverbeteringen en/of prijsdalingen wordt het bezit
van eerste exemplaren niet meer verhoogd. Verdere bestands-
uitbreidingen zijn dan wel mogelijk door additionele aanko-
pen van een tweede, een derde exemplaar en eventueel nog ver-
dere exemplaren. Het model van Bain houdt alleen rekening
met de aanschaf van eerste exemplaren, omdat het aantal
huishoudingen met &6n of meerdere televisies onderwerp van
studie is. In het model van Klaassen en Koyck wordt geen on-
derscheid tussen eerste, tweede en verdere exemplaren ge-
maakt, omdat de stijging van het aantal geregistreerde auto's
bestudeerd wordt. De bovenstaande indeling van de populatie
gaat hier niet op. In dit model kunnen drie lagen in het
uiteindelijk mogelijk aantal aan te schaffen exemplaren on-
derscheiden worden, nl.:
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1. een laag b(t)G, die reeds in bezit is
2. een laag [b (t)-b(t)]G , die bij de op tijdstip t bestaan-
de economische omstandigheden te zijner tijd nog aange-
schaft zal worden
3. een laag [b -b (t)]G, die alleen bij verdere prijsdaling-
en en/of inkomensverbeteringen aangekocht zal worden.
Dit wordt in figuur 2.4.4.4.2 geillustreerd.
Fig. 2.4.4.4.2 Ontwikkeling van het mogelijk aantal aan te
schaffen exemplaren, onderverdeeld naar ver-
schillende lagen.
aantal
exemplaren b*G
tflt)G
blt)G
De functie van de ontwikkeling van de verzadigingsgraad kan
gegeneraliseerd worden door te stellen dat:
M(t) = M[ 1-Bly(t)-n-82P(t)Tl (2.4.4.4.4)
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Dit betekent wel dat twee parameters extra geschat moeten
worden.
De beide modellen hebben een koopgeneigdheidsfunctie resp.
een functie voor de aanpassingssnelheid, die niet direct af-
hankelijk vab economische factoren is en die bovendien homo-
geen wordt verondersteld.
Buiten de in paragraaf 2.3.1.6 geuite bedenkingen tegen de
homogeniteit van de koopgeneigdheid komt nu nog het bezwaar
dat bij een stijgende verzadigingsgraad de koopgeneigdheid
van de nieuwe potentiole kopers gelijk springt van de waar-
de nul op de waarde die deze grootheid bezit voor de reeds
aanwezige potentiole kopers. Hetzelfde geldt mutatis mutan-
dis voor de aanpassingssnelheid voor de nieuwe potentieel
aan te schaffen exemplaren. Ook de specificatie van de in-
vloed van de sociaal-psychologische druk is in de beide mo-
dellen niet juist.
2.4.4.5 Het model van Bonus 48.
Het model van Bonus is een logistisch model met een begrensd
variabel verzadigingsniveau en een aanpassingssnelheid, die
via het variabele verzadigingsniveau afhankelijk van econo-
mische factoren is.
De differentiaalvergelijking die aan dit logistische model
ten grondslag ligt is:
db(t) = \'b(t)[b -b(t)1 (2.4.4.5.1)
welke als oplossing heeft:
b
b(t) =        *                                  (2.4.4.5.2)
1+ea-vb t
48. H. Bonus, Die Ausbreitung des Fernsehens, Anton Hain,
Meisenheim am Glan, 1968, p. 67 - 68.
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Bonus herleidt (2.4.4.5.1) tot
db (t l  =   Bb (t)    f l_ bft)1 (2.4.4.5.3)d.        L   C j
waarvan de oplossing is:
b
b(t) = (2.4.4.5.4)
1+ea-Bt
De beide modellen beschrijven hetzelfde groeiproces.
*
Dit geldt echter niet meer als b variabel wordt.
In dit geval volgt uit (2.4.4.5.1):
db(t) = vb(t)[b"(t)-b(t)1 (2.4.4.5.5)dt
Bonus vervangt (2.4.4.5.3) door:
' dtdb<t) = __FB b(t)[b (t)-b(t)1 (2.4.4.5.6)b (t)
waarin B een constante is.
In de tot nu toe behandelde logistische modellen zijn de
differentiaalvergelijkingen (2.4.4.5.1) resp. (2.4.4.5.5)
het uitgangspunt geweest. Bonus kiest daarentegen voor
(2.4.4.5.3) resp. (2.4.4.5.6).
Uit (2.4.4.5.6) blijkt dat de aanpassingssnelheid evenredig
met het bestand b(t) en omgekeerd evenredig met het variabe-
*
le verzadigingsniveau b (t) verandert. Volgens Bonus ontwik-
kelt dit variabele verzadigingsniveau zich als volgt:
b*(t) =   b                                (2.4.4.5.7)
1+Cy(t)-a
De variabele y(t) is het beschikbare inkomen per gezinshuis-
1,
houding; b is het definitieve verzadigingsniveau per gezins-
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*
huishouding, waar het variabele verzadigingsniveau b (t)
nooit bovenuit komt, hoe hoog het inkomen ook moge stijgen.
Het variabele verzadigingsniveau groeit zelf logistisch, in-
dien het inkomen exponentieel stijgt:
y(t) = y(0)e (2.4.4.5.8)
gt
en voor C>0 geldt
** b
b (t) = (2.4.4.5.9)1-ey-6t
waarin
6 = ag
y = ln Cy(0)-a.
Het groeiproces bij een exponentieel groeiend inkomen wordt:
-               -
db(t) b(t)-dt   = Bb(t)  1 -    "
b
1+ey-St
B      7-6t= Bb(t) - -* (1+e' )b (t)2 (2.4.4.5.10)
b
De vergelijking (2.4.4.5.10) is een differentiaalvergelijking
van Benoulli, welke als oplossing heeft
b*
b(t) = (2.4.4.5.11)
1+ea-Bt +  B  eY-at
8-6
*
b   -b (0) -   F4  e b (0)waarin 8 4 6 en  a = 1n
b(0)
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Voor 8=6 wordt de groeifunctie:
*
b
b(t) = (2.4.4.5.12)a-Bt y-6t1+e +Bte'
De groeifunctie (2.4.4.5.11) heeft twee horizontale asymp-
toten:
lim b(t) = 0 (2.4.4.5.13)
t+-00
*
lim b(t) = b (2.4.4.5.14)
t+-
In vele gevallen ligt hiertussen 66n buigpunt en is de curve
S-vormig. Voor bepaalde parameterwaarden zijn echter meerde-
re buigpunten mogelijk.
De groeifunctie (2.4.4.5.11) onderscheidt zich van de logis-
tische functie hierin, dat in de noemer behalve de term
ea-Bt ook de term ·  6
ey-6t voorkomt. De eerste term indu-
ceert het groeiproces bij een constant inkomen, de laatste
bij een exponentiole inkomensontwikkeling. Stelt men de in-
komensinvloed op nul, dan wordt de groeifunctie (2.4.4.5.11)
gereduceerd tot de logistische functie.
2.4.4.6 Kritiek.
Door de specifieke veronderstelling van Bonus ten aanzien
van de ontwikkeling van het verzadigingsniveau en door het
hierin opnemen van een exponentieel stijgende inkomensvaria-
bele verkrijgt hij een gesloten uitdrukking voor de groei-
functie b(t). De veronderstelling (2.4.4.5.7) gecombineerd
met (2.4.4.5.8) impliceert, dat het variabele verzadigings-
niveau zelf zich volgens een logistisch proces in de tijd
ontwikkelt. Dit betekent dat de invloed van stijgende inko-
mens op het variabele verzadigingsniveau aanvankelijk zeer
gering is, daarna sterk toeneemt en tenslotte weer afneemt.
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Fig. 2.4.4.6.1 Logistische ontwikkeling van het variabele
verzadigingsniveau.
b*.
b4t -0--
Yl,)
Daarentegen veronderstelt Bain dat de invloed van stijgende
inkomens op de variabele verzadigingsgraad in het begin het
grootst is en vanaf het tijdstip van introductie afneemt.
Dit verband is met een exponentiole functie aan te geven.
Fig. 2.4.4.6.2 Exponentidle ontwikkeling van de variabele
verzadigingsgraad.
M
1
yct)
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Teneinde een uitspraak te kunnen doen omtrent het verloop
van de variabele verzadigingsgraad als functie van het ge-
middelde inkomen analyseren we Nederlands cijfermateriaal en
gaan daarbij van de volgende veronderstellingen uit:
1. De verzadigingsgraad varieert over de verschillende in-
komensklassen; in de hoogste inkomensklassen is deze het
hoogst, in de laagste inkomensklassen het laagst.
2. De gemiddelde prijzen van het duurzame consumptiegoed
(b.v. televisies) zijn nominaal ongeveer gelijk gebleven;
hierdoor kunnen we uitgaan van nominale inkomens.
3. De penetratiegraad van het bezit van het produkt stijgt
vanaf het jaar van introductie 1952 t/m 1967 van 0 tot + 0,7.
De tijdsperiode 1952 t/m 1967 is zo gekozen, omdat hierover
inkomensverdelingen bekend zijn. De gekozen ontwikkeling van
de penetratiegraad van 0 tot 0,7 blijkt in de praktijk voor
veel duurzame consumptiegoederen voor te komen. De ontwik-
keling van de variabele verzadigingsgraad, die boven het
verloop van de penetratiegraad moet liggen kan dan ongeveer
van 0,3 in 1952 tot 0,8 in 1967 lopen.
4. We gaan uit van de procentuele inkomensverdelingen van
inkomenstrekkers in Nederland vanaf 1952. Deze zijn berekend
uit de inkomensverdelingen volgens de statistieken van het
Centraal Bureau voor de Statistiek. De inkomensverdelingen
van 1956 en 1961 en vanaf 1968 zijn niet of nog niet bekend.
In elke inkomensklasse wordt het percentage inkomenstrekkers
met een inkomen, dat ligt tussen de aangegeven klassegrenzen
vermeld.
5. Op grond van de volgende overwegingen hebben we een keuze
gedaan omtrent het verloop van de variabele verzadigings-
graad over de verschillende inkomensklassen: de verzadigings-
graden in elk der diverse inkomensklassen moeten zodanig
zijn, dat uit het wegingsproces voor 1952 en 1967 een totale
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verzadigingsgraad van + 0,3 resp. 1 0,8 resulteert. Daar het
hier om een kostbaar duurzaam consumptiegoed gaat, houden
we de verzadigingsgraad in de laagste drie inkomensklassen
laag. Deze laatste overweging heeft tot gevolg dat de ver-
zadigingsgraden in de volgende hogere inkomensklassen zeer
snel moeten Atijgen, teneinde in 1967 op een verzadigings-
graad van + 0,8 uit te komen.
Aldus komen we tot een verband tussen de verzadigingsgraad
en het inkomen, zoals in de figuur 2.4.4.6.3 door de getrok-
ken curve aangegeven is.
Fig. 2.4.4.6.3 Het verband tussen de verzadigingsgraad en
het inkomen (alternatief 1: -)
(alternatief 2: ---)
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Hoewel de bovenstaande keuze van het verband tussen de ver-
zadigingsgraad en het inkomen niet onredelijk lijkt, geven
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we, teneinde de gevoeligheid van de uitkomsten te onderzoe-
ken, los van de overwegingen in 5. een alternatief dat in
figuur 2.4.4.6.3 met een onderbroken lijn is aangegeven.
Deze curve is rechts van de curve volgens alternatief 1 ge-
kozen, omdat dit eerder acceptabel is dan een curve die
links daarvan gelegen is.
Met behulp van deze alternatieven zijn in tabel 2.4.4.6.1
twee berekeningen gemaakt voor het verband tussen de varia-
bele verzadigingsgraad M(t) en het gemiddelde inkomen y(t).
161
Tabel 2.4.4.6.1 De berekening van het verband tussen M(t) en y(t)
Inkariens Verzadi-
klassen gingsgraad
Procentuele i.nkommsverdeling in
(x 1000)
alter- alter-
natief natief
12 1952 1953 1954 1955 1957 1958 1959 1960 1962 1963 1964 1965 1966 1967
0- <1 0,00 0,00 13,90 13,64 8,90 7,46 5,31 4,85 4,82 4,94 4,28 4,44 8,03 6,43 5,98 4,95
1- <2 0,05 0,02 20,09  19,14  17,91  16,75  15,20  14,81  14,10  12,05 10,29 8,67 8,03 5,78 4,85 3,88
2- <3 0,15 0,05 21,89  20,58  18,63  15,58  12,42  12,26  12,05  11,66  11,33 10,43 8,21 7,52 5,86 5,10
3-<4 0,45 0,10 20,10  20,68  21,85  20,24  15,73  13,87  12,69 10,42 9,25 9,39 7,99 7,77 7,11 6,66
4-<5 0,65 0,20 9,63  10,31  12,98  15,60  17,52  17,44  17,00 13,53 9,85 8,85 7,09 7,92 7,67   7,12.-
2 5-<6 0,80 0,30 4,79 5,10 6,74 8,40  12,00  12,49  13,33  14,28  12,40 11,01 8,01 7,21 7,27 7,55
6- <7 0,90 0,45 2,75 2,96 3,72 4,68 7,05 7,30 7,98  10,39  11,70 11,48 9,75 8,67 7,30 6,67
7- <8 0,95 0,58 1,70 1,87 2,33 2,84 4,06 4,45 4,73 6,38 8,84 9,71 9,44 9,27 8,41 7,58
8-<9 1,00 0,70 1,13 1,24 1,54 1,89 2,56 2,83 2,99 3,89 5,75 6,72 7,37 8,17 8,38 8,10
9 - <10 1,00 0,80 - 0,78 0,85 1,04 1,28 1,80 1,98 2-,08 2,57 3,65 4,39 5,65 6,41 7,34 7,56
10- <15 1,00 0,97 1,76 1,98 2,41 2,94 3,95 4,45 4,71 5,65 7,39 8,69  12,05  14,69  17,83  20,55
> 15 1,00 1,00 1,49 1,65 1,95 2,34 3,01 3,27 3,53 4,24 5,37 6,21 8,39  10,15  11,98  14,29
M(t) vlgs. alternatief 1 32,67  34,28  39,85  44,50  51,94  53,48  54,92  59,01  63,77  66,36  67,45  71,86  75,21  78,33
M(t) vlgs. alternatief 2 13,71  14,60  17,32  20,08  22,62  26,54  27,74  31,73  37,26  40,35  44,82  49,53  54,00  58,03
Y (t)    (X 1000) 3,435  3,536  3,914  4,287  4,906  5,153  5,288  5,764  6,449  6,861  7,722  8,708  9,221  9,967
De functionele verbanden tussen de in tabel 2.4.4.6.1 bere-
kende verzadigingsgraad en het gemiddeld inkomen zijn in fi-
guur 2.4.4.6.4 weergegeven.
Fig. 2.4.4.6.4 Het verband tussen de verzadigingsgraad M(t)
en het gemiddelde inkomen y(t)
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Hieruit blijkt duidelijk dat de groei van de variabele ver-
zadigingsgraad naar de definitieve verzadigingsgraad in al-
ternatief 1 een exponentieel en niet een logistisch verloop
heeft.
Hetzelfde kunnen we concluderen voor het alternatief 2, om-
dat de variabele verzadigingsgraad bij voortdurend stijgende
inkomens moet tenderen naar de definitieve verzadigingsgraad,
die maximaal de waarde San kan aannemen.
Teneinde na te gaan hoe het verband tussen het variabele ver-
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zadigingsniveau en het inkomen is, veronderstellen we dat
de ontwikkeling van de penetratie over de inkomensklassen
volgens de in figuur 2.4.4.6.5 getrokken curve verloopt.
Hierbij wordt rekening gehouden met het meervoudig bezit,
dat in de hogere inkomensklassen frequenter voorkomt dan in
de lagere.
Fig. 2.4.4.6.5 Het verband tussen het variabele verzadigings-
niveau en het inkomen.
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Met behulp van dit veronderstelde verband tussen de inkomens-
klassen, opgegeven in tabel 2.4.4.6.1 is het verband tussen
het variabele verzadigingsniveau en het gemiddelde inkomen
berekend. Het resultaat is vermeld in de tabel 2.4.4.6.2 en
weergegeven in de figuur 2.4.4.6.6.
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:
Tabel 2.4.4.6.2 Het verband tussen b (t) en y(t)
Jaar 1952 '1953 1954 1955 1957 1958 1959 1960 1962 1963 1964 1965 1966 1967
*
b (t) 33,61 35,12 41,03 46,26 55,90 56,89 58,59 63,89 70,24 73,74 76,72 82,64 87,55 92,19
Z    y (t) 3,434 3,536 3,914 4,287 4,906 5,153 5,288 5,764 6,449 6,861 7,722 8,708 9,221 9,967
Ul
Fig. 2.4.4.6.6 Het verband tussen het variabele verzadi-
gingsniveau b*(t) en het gemiddelde inkomen
Y(t).
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De conclusie is, dat ook het verband tussen het variabele
verzadigingsniveau en het gemiddelde inkomen per inkomens-
trekker door een exponentiole functie weergegeven kan wor-
den.
De bovenstaande inkomensgegevens betreffen de inkomens van
inkomenstrekkers, terwijl voor de meeste Ouurzame consump-
tiegoederen het gezin de consumptieve eenheid is. De pro-
centuele inkomensverdelingen van de gezinnen over een reeks
van jaren is helaas niet bekend. In Nederland heeft het
49Centraal Bureau voor de Statistiek alleen de inkomens-
49. Centraal Bureau voor de Statistiek, Inkomensverdeling
van gezinnen 1962; 1967.
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verdeling van gezinnen over het jaar 1962 gepubliceerd.
Verder is de inkomensverdeling van de gezinnen in 1957 en
1958 bepaald op grond van een enquete, waarbij 4400 gezin-
nen en alleenstaanden werden ondervraagd. De resultaten
staan vermeld in het Handboek voor Marktanalytische gege-
vens, Deel I en Deel II. Met behulp van de C.B.S. gegevens
en uitgaande van enkele plausibele veronderstellingen heb-
ben we in appendix B de ontwikkeling van de inkomensver-
deling van de gezinnen in de loop der tijd berekend. Hier-
mede en met behulp van de in deze paragraaf aangehouden
veronderstellingen is het verband tussen de variabele ver-
zadigingsgraad en het gemiddelde gezinsinkomen bepaald.
Ook in dit geval blijkt het verband exponentieel te zijn.
Het verloop van het variabele verzadigingsniveau kunnen we
dan specificeren als
..
b"(t) = b (1-Cy(t)-a) (2.4.4.6.1)
waarin a>O e n
y(t) = y(0)egt                                   (2.4.4.6.2)
waarin g > 0.
De ontwikkeling van het verzadigingsniveau wordt:
b (t) = b*(1-e -at) (2.4.4.6.3)
-          y-6twaarin 6= ag, y =ln Cy(o) a e n 0 J e < 1 voor elke t & 0.
De differentiaalvergelijking wordt:
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db(t) b(t)    1
-dE   = Bb(t)  1 - b*(1-eY-6 t) 
= Bb(t) -I i,   B    l b (t)2 (2.4.4.6.4)
Lb" ( 1-e Y-6 t )  
De integratie van (2.4.4.5.4) levert op:
:
b
b(t) =                       *                    (2.4.4.6.5)rt   Br-Bt e  d T  +  b   e-BtBe  J, 1-„ y-6t b(0)
Indien de inkomensinvloed nul is, d.w.z. y=6=0, dan wordt
weer de logistische curve verkregen
bb(t) =                 *
e-Btlest-11 + -b-- e-Btb(0)
*
b=
1+ea-Bt
waarin a = 1n b -b(0)
b(0)
Uit (2.4.4.5.6) volgt dat de functie van de aanpassingssnel-
heid gelijk is aan:
v(t) = - ··8   b(t)
b (t)
In paragraaf 2.3.16 hebben we gezien dat de heterogeniteit
van de introductiekoopgeneigdheid tot uitdrukking gebracht
kan worden door een dalende functie van t in de initiale
aankoopfunctie op te nemen. Men zou hetzelfde kunnen doen in
de functie voor de aanpassingssnelheid om de invloed van de
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heterogeniteit van de individuele aanpassingssnelheden aan
te geven.
Er is echter geen enkele reden om te veronderstellen dat de
invloed van de heterogeniteit van de aanpassingssnelheden
i precies evenredig zou zijn aan de ontwikkeling van het va-
riabele verzadigingsniveau.
2.4.5 De invloed van veranderingen in de populatie gezinnen.
We hebben in dit hoofdstuk getracht de verdelingsfunctie van
de wachttijd tot de eerste aankoop F(t) onder een aantal mo-
delveronderstelling af te leiden. Het uitgangspunt daarbij
dF(t)
i
was  dE-  . Indien we het meervoudig bezit voorlopig buiten
beschouwing laten en het bestand als een continu variorende
grootheid beschouwen, geldt volgens (2.3.1.21), dat de ver-
delingsfunctie van de wachttijd tot de eerste aankoop gelijk
is aan de verwachting van de penetratiegraad:
&8(t)
F(t) = &R(t) = - (2.4.5.1)G
De penetratiegraad is dus een grootheid per gezin. Het is
ook aanbevelenswaardig uit te gaan van grootheden per gezin,
omdat het enerzijds de theorie van het individuele consumen-
tengedrag betreft en anderzijds relaties per gezin beteke-
nisvoller zijn dan geaggregeerde relaties. Uit het gegeven
dat het totale aantal huishoudingen dat een bepaald duurzaam
consumptiegoed bezit met vijf procent gestegen is, mag men
in het algemeen niet de conclusie trekken dat de penetratie-
graad met vijf procent gestegen is. In het geval van een
constant aantal gezinnen, waarvan we tot nu toe uitgegaan
zijn, is de conclusie juist. Indien het aantal gezinnen toe-
genomen is, kan de stijging van de penetratiegraad aanzien-
lijk minder zijn; de stijging kan zelfs negatief zijn, in-
dien het groeipercentage van het aantal gezinnen groter is
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geweest dan vijf procent.
Voor een veranderende populatie gezinnen wordt (2.4.5.1):
&8(t)
F(t) = (2.4.5.2)
We kunnen rekening houden met de invloeden van de groei van
het aantal huishoudingen door (2.4.5.2) te differentioren
naar t:
d&8(t) _ dG(t)  &8(t)
slf(tl = dt dt G(t)
dt G(t) (2.4.5.3)
dF(t)In de praktijk kan men -3E-- benaderen door:
AF = 31 - 5  11 (2.4.5.4)
t    Gt    Gt   Gt
8GtDe groeivoet -r van het aantal huishoudingen schommelt in
t
Nederland rond de waarde 0,022. Voor grote waarden van
Bt
5  = Rt ' d.w. z. in de laatste jaren van het groeiproces vant
het bezit van een duurzaam consumptiegoed, gaat de groei-
factor van het aantal gezinnen een belangrijke rol spelen.
Tot nu toe is geabstraheerd van de exemplaren die beschik-
baar komen door de discontinuIteit in gezinnen. De groei van
het aantal gezinnen is een netto-groei, welke gelijk is aan
het verschil tussen het aantal nieuwe gezinnen en het aantal
gezinnen, dat uit de populatie verdwijnt door overlijden
e.d.. Hierdoor is F(t).G(t) gelijk aan het verwachte aantal
exemplaren dat door de op tijdstip t bestaande gezinnen voor
het eerst gekocht wordt. Indien we het aantal exemplaren dat
beschikbaar komt door de discontinuIteit van gezinnen aange-
ven met Dg(t) en de individuele initiale aankopen met I(t),
geldt:
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dF(t) (2.4.5.5)I (t)    = -dE G(t) + D (t)g
Hierin is d  t)  G (t) gelijk  aan de netto-toeneming  van  het
verwacht aantal exemplaren in gebruik. Hierbij moeten de
exemplaren, beschikbaar komend door de discontinuIteit in
gezinnen, opgeteld worden om te komen tot het aantal gezin-
nen dat voor het eerst gekocht heeft.
Indien men tevens rekening houdt met de discontinuiteit in
dF(t)gebruik, is -3-t- G(t) groter dan de statistisch initiale
vraag of de toeneming van het bestand; het aantal huishou-
dingen dat voor het eerst gekocht heeft, is groter dan het
aantal exemplaren in gebruik, omdat er een aantal kopers is,
dat het gebruik beoindigd heeft. Stellen we het aantal ex-
gebruikers in de populatie op tijdstip t voor door %(t), dan
geldt analoog aan (2.3.1.21):
&{B(t)+Z(t)}
F(t) = (2.4.5.6)G(t)
Rekening houdend met de discontinuIteit in het gebruik kan
men  dE-(-11  in de praktijk benaderen  door:dt
8Bt   8Gt   Bt   AZ
6Ft =  Gt - --Gt · FI + -4 (2.4.5.7)
Definioren we wt als de fractie van de ex-gebruikers aan
het begin van periode t die aan het eind van periode t nog
aanwezig zijn in de populatie en D als het aantal exe
m-
U,t
plaren, dat in periode t beschikbaar komt door de disconti-
nuiteit in gebruik, dan gelden de volgende relaties:
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Zl = wlDu,1
Z 2 = W 2 (Du,2+Z l )
Zt-1 = Wt-l(Du,t-1+Zt-2)
Zt= wt(Du,t + Zt-1) (2.4.5.8)
De toeneming van het aantal ex-gebruikers in periode t wordt:
8 Zt = Zt - Zt-1
= wt(Du,t+Zt-1) - Zt-1 (2.4.5.9)
In de praktijk houdt men in de meeste gevallen geen rekening
met de exemplaren die beschikbaar komen door de discontinu-
iteit in gebruik, omdat deze aantallen verwaarloosbaar klein
zijn ten opzichte van het bestand.
2.4.6 Het heterogene gegeneraliseerde logistische model met
omgevingsfactoren.
We veronderstellen nu weer, dat de initiale aankopen, eerste
aankopen betreffen, waardoor we kunnen spreken van koopge-
neigdheidsfunctie en initiale aankoopfunctie.
In die gevallen waarin produkten worden aangekocht als aan-
vulling op het eerste exemplaar, dient het model nog eens
toegepast te worden op het bezit van tweede exemplaren.
Het is reoel te veronderstellen dat zowel de verzadigings-
graad als de initiale aankoopfunctie afhankelijk zijn van
economische factoren. Betere economische omstandigheden zul-
len tot gevolg hebben dat een aantal niet-potentiole kopers
potentiole kopers worden en dat de koopgeneigdheid van de
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bestaande potentiole kopers toeneemt. De moeilijkheid hier-
bij vormt het juist specificeren van de economische invloeden
op de verzadigingsgraad en op de koopgeneigdheid.
Indien we de introductiekoopgeneigdheid heterogeen veronder-
stellen, kunnen we de initiale aankoopfunctie (2.3.16.3.3)
als uitgangspunt in onze beschouwing nemen:
K (t) = M-F (t) K tkF(t)
1
(2.4.6.1)1-F(t)
Hierbij is t & 1.
Wat de veranderingen in economische factoren betreft, be-
perken we ons tot veranderingen in het inkomen per gezin.
Deze zijn van invloed op zowel de verzadigingsgraad als de
koopgeneigdheid. Inkomensverbeteringen hebben drie effecten
tot gevolg:
a. de bestaande potentiole kopers krijgen een grotere koop-
geneigdheid; doordat hierdoor meer aankopen plaatsvinden,
wordt tevens de sociaal-psychologische druk extra ver-
sterkt;
b. het aantal bestaande potentiole kopers dat afvalt, neemt
sterker toe dan in de situatie waarin de inkomens gelijk
blijven;
c. een aantal niet-potenti&le kopers wordt potentioel koper
doordat hun inkomen beter wordt; wij nemen aan dat zij
gemiddeld een lagere koopgeneigdheid dan de reeds be-
staande potenti6le kopers hebben.
Wil men de resultante van de bovenstaande drie effecten goed
specificeren, dan dient men de dalende en de stijgende ten-
densen beide afzonderlijk in de initiale aankoopfunctie op
te nemen. Bij stijgende inkomens werkt het positieve effect
a. sterker dan in het model met constante inkomens, omdat
bij het positieve effect dat uitgaat van het toenemende be-
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stand nog het positieve effect van het stijgende inkomen
komt. Dit inkomenseffect kan op dezelfde manier als het ef-
fect van de sociaal-psychologische druk worden ingebouwd.
In vergelijking met het model met constante inkomens werkt
het negatieve effect op de initiale aankoopfunctie sterker,
omdat bij stijgende inkomens meer potentiole kopers uit de
populatie van de potentiole kopers verdwijnen en bovendien
nieuwe potentiole kopers met een gemiddeld lagere koopge-
neigdheid tot de populatie van de potentiole kopers toetre-
den. Verwerken wij de genoemde aspecten op de boven beschre-
ven wijze, dan gaat de initiale aankoopfunctie over in:
K (t) = KtkF(t)Zy(t)n (2.4.6.2)M-F (t)1-F(t)
Hierin is de parameter k in vergelijking met het model met
constante inkomens kleiner.
Indien we rekening houden met een veranderende populatie ge-
zinnen, kunnen we de invloed van de netto-groei van de po-
pulatie gezinnen eveneens tot uitdrukking laten komen in de
daling van de gemiddelde introductiekoopgeneigdheid. De in-
troductiekoopgeneigdheid van de nieuwe gezinnen wordt geIn-
terpreteerd als de koopgeneigdheid op het moment van toetre-
den tot de populatie gezinnen.
In dit geval is het mogelijk dat de daling van de gemiddel-
de introductiekoopgeneigdheid minder snel geschiedt dan in
het model met een constante populatie.
Zoals we in paragraaf 2.4.4.5 aangetoond hebben, kunnen we
voor de variabele verzadigingsgraad een exponentiole functie
met een bovenasymptoot nemen. De differentiaalvergelijking
wordt hierdoor:
dfltl = KtkF(t)ty(t)n[M(1-Cy(t)-a)-F(t)1 (2.4.6.3)dt
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Vanuit theoretisch oogpunt is de bovenstaande vergelijking
van alle behandelde modellen het meest aantrekkelijk. Bij de
toetsing aan empirische gegevens kan men vanwege de gecom-
pliceerde vorm van het model op praktische bezwaren stuiten.
Een vereenvoudiging in de schattingsprocedure kan worden
verkregen door de veronderstelling dat de verzadigingsgraad
constant is.
Indien M(t) een functie van t is, zijn er een aantal leden
van de populatie die op tijdstip t een koopgeneigdheid nul
hebben, maar naderhand eventueel een positieve. In de ini-
tiale aankoopfunctie krijgen we een relatief hoge gemiddelde
koopgeneigdheid van de potentiole kopers, omdat een aantal
leden met koopgeneigdheid nul niet meegenomen wordt. Men kan
ook stellen dat er leden in de populatie zijn die een der-
mate kleine introductiekoopgeneigdheid hebben, dat het heel
lang zal duren voordat ze kopen. Hoe klein deze introductie-
koopgeneigdheid ook is, zij behoren dan toch tot de popula-
tie van de potentiole kopers. De initiale aankoopfunctie be-
vat in dit geval een relatief lage gemiddelde koopgeneigd-
heid van de potentiole kopers met een relatief grote kans
van voorkomen M-F(t)(M>M(t)).
Aldus is het mogelijk om MCt)i  t) Stk te benaderen door
M-F(t) K'tk'
1-F(t)
waarbij  ' < K en k' > k. De initiale aankoopfunctie
(2.4.6.2) kan dan benaderd worden door:
K(t)
=   1-F (t)    K
M-F(t) itk.F(t)ty(t)n (2.4.6.4)
Laten we ter vereenvoudiging de accenttekens boven de para-
meters K en k weg, dan wordt de differentiaalvergelijking:
dF(tl = KtkF(t)Zy(t)n[M-F(t)1 (2.4.6.5)
dt
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Dit model kan nog verder vereenvoudigd worden door te stel-
len dat de ontwikkeling van de gemiddelde koopgeneigdheid
vanaf het tijdstip t=1 een functie van F(t) is
dF(t) 2+k
-dE   = KF(t) y(t)')[M-F(t)1
= KF(t)my(t)n[M-F(t)1 (2.4.6.6)
waarin -1 <k<0, £ >0 en m= £ +k.
De conclusie is dat het bovenbehandelde heterogene gegene-
raliseerde logistische model tal van voordelen biedt ten
opzichte van de overige behandelde modellen in deze paragraaf.
Er is een heterogene koopgeneigdheidsfunctie in het model op-
genomen, waardoor het mogelijk is de invloed van de omge-
vingsfactoren op een aanvaardbare wijze te verwerken. Bij de
specificatie van de invloed van de sociaal-psychologische
druk wordt er rekening mede gehouden, dat de contacten, die
de potentiole kopers met het produkt hebben, niet even zwaar
blijven meetellen in de loop der tijd. De invloed van de om-
gevingsfactoren is zowel in de koopgeneigdheidsfunctie als
in de functie voor de ontwikkeling van de variabele verzadi-
gingsgraad opgenomen.
Hierdoor wordt voorkomen dat de invloeden van de omgevings-
factoren op de variabele verzadigingsgraad worden toegerekend
aan de koopgeneigdheidsfunctie en vice versa, zoals het ge-
val is met de modellen waarin de invloed van de omgevings-
factoren Ofwel alleen in de koopgeneigdheidsfunctie, Ofwel
alleen in de functie voor de ontwikkeling van de variabele
verzadigingsgraad is opgenomen. Slechts in het geval dat er
schattingsproblemen ontstaan, worden de invloeden van de om-
gevingsfactoren op de verschillende grootheden samengevoegd.
Men kan dan bij de interpretatie van de schattingsresultaten
hiermede rekening houden.
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Hoofdstuk III
De remplacevraag naar duurzame consumptiegoederen
3.1 INLEIDING
Zoals gesteld in hoofdstuk I gaan we voor de analyse van de
remplacevraag uit van de statistische remplacevraag omdat
deze per definitie gelijk is aan de uitval, d.w. z. het aan-
tal buiten gebruik gestelde exemplaren. Het doet er hier niet
toe of de exemplaren door de eerste dan wel door latere ge-
bruikers buiten gebruik gesteld worden. De uitval is een
functie van de levensduur. De levensduur van een exemplaar
vatten wij op als de tijd, die ligt tussen het tijdstip van
aanschaf en het tijdstip van buitengebruikstelling, met dien
verstande dat verwacht mag worden dat het buiten gebruik ge-
stelde exemplaar niet terug in de markt komt voor hernieuwd
gebruik. Om de samenhangen tussen de levensduur, de leef-
tijdsopbouw van het bestand en de uitval duidelijk te maken
hebben we tabel 3.1.1 opgesteld. Uitgangspunt bij de defi-
nioring van de onderstaande grootheden is de volgende tijd-
as:
periode     1 2 t t+1 t+
2 t+·r t+T+1
1 1 1....1     1      1     1....1     1
tijdstip 0 1 2 t-1 t t+1 t+2 t+T-1 t+T t+T+1
De definities van de grootheden zijn:
At = de aankopen in periode t ofwel generatie t
Ut = de uitval, d.w.z. het aantal exemplaren dat buiten ge-
bruik gesteld wordt in periode t
Bt = het bestand of het aantal exemplaren in gebruik op tijd-
stip t
s    = de fractie van de exemplaren van generatie t die op
t,T
tijdstip t+T nog tot het bestand behoort.
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Evenals t wordt T als tijdstip- dn als periodegrootheid ge-
bruikt. Als periodegrootheid is   een leeftijdsklasse. Wij
zeggen dat een exemplaar van generatie t van leeftijdsklas-
se T i s wanneer het op tijdstip t+T nog in gebruik is:
dit exemplaar heeft een leeftijd van T volledige perioden
bereikt. Daar we in de praktijk met tijdsperiodes van een
jaar werken nemen we als tijdseenheid een jaar.
Tabel 3.1.1 Aantal exemplaren in gebruik naar leeftijdsklas-
se.
Jaar Aankopen Leeftijdsklasse T Bestand Uitval
0     1     2      3      4   ...
1   Al+Alsl,0   -     -      -      -         Bl      Ul
2  A2+A2 Alsll  -     -     -       82     U2
3   A3+A3  A2 S  Alsl,2   -       -          83       U3\\*     \A      \*-
4  A4+A4:1,0 A3$31 A2 S2,2 Alsl,3  -        B4     U4
5     As+Ass53 A4 7 A3 s3, 4 A2s2  *Alsl,4          85          U5
Vanaf het tijdstip van introductie kan een gedeelte van de
exemplaren van een bepaalde generatie reeds in het jaar van
aanschaf buiten gebruik gesteld worden; m.a.w. aan het eind
van hetzelfde jaar blijft een fractie s» - < 1 van de betrok-
U.U =
ken generatie over.
In de volgende jaren blijft een steeds kleinere fractie van
de oorspronkelijke generatie over tot de maximale levensduur
m  van de exemplaren uit generatie t bereikt is. De over-
levingsfracties kunnen voor elke generatie verschillend zijn.
We krijgen dus:
o J st
< 1 t = 1,2,...; T = 0,... (3.1.1)'T-
Verder geldt s = 0  voor  T > mt (3.1.2)t,T
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en
(3.1.3)
St Ttl & St,T
Met behulp van de overlevingsfracties s kunnen we voort,T
het bestand op tijdstip t nagaan, hoeveel exemplaren van ge-
neratie t en alle aan periode t voorafgaande generaties nog
in gebruik zijn en aldus de leeftijdsverdeling van het be-
stand in leeftijdsklassen vaststellen.
Het bestand is dan de som van de aantallen bestaande exem-
plaren uit alle leeftijdsklassen:
t-1
(3.1.4)
Bt = T&0 St-T,TAt-T
De uitval in een bepaald jaar bestaat uit de som van de aan-
tallen exemplaren van de verschillende generaties, die in dat
jaar buiten gebruik gesteld worden. We kunnen de uitval in
periode t beschouwen als de som van het uitgevallen gedeel-
te (1-st,0) van de aankopen van dezelfde periode t, het uit-
gevallen gedeelte (s ) van generatie t-1 etc.t-1,0-St-1,1
Dus:
u, - flo 6 -St-T,·r)At-T (3.1.5)t-T,T-1
waarin we s gelijk aan 6&n stellen.t,-1
Stellen we de fractie exemplaren van generatie t die in pe-
riode t+r buiten gebruik gesteld wordt, gelijk aan
2 =s - S (3.1.6)
t,T t,T-1 t,T
dan wordt de uitval in periode t:
t-1
       =     T   0    £ t- T  ,  T.At- r
(3.1.7)
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Aannemende, dat zowel de aankoop als de uitval in een perio-
de geleidelijk verloopt, kunnen we de gemiddelde leeftijd
van de exemplaren van generatie t die in het jaar t+T bui-
ten gebruik gesteld worden, stellen op T.
Dit is een redle veronderstelling voor exemplaren met een
leeftijdsklasse vanaf &6n. Eenvoudshalve stellen we , dat
de gemiddelde leeftijd van de exemplaren die in het jaar
van aankoop nog buiten gebruik gesteld worden op nul. De ge-
middelde levensduur rt van generatie t kan dan als volgt
berekend worden:
mt
T  = T 0  t,T't (3.1.8)
Uit de substitutie van (3.1.6) in (3.1.8) volgt:
mt
Tt = T 0 (St,T-1 - St,T)T (3.1.9)
mt
= r&0 s (3.1.10)t,T
waarin volgens (3.1.2) s = 0.
t,mt
Tot slot volgt de balansvergelijking:
Bt = Bt-1 + At - Ut (3.1.11)
ofwel
At=Nt+U (3.1.12)t
waarin
Nt = Bt - Bt-1 (3.1.13)
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Vergelijking (3.1.12) geeft de opdeling van de totale
aankoop van nieuwe exemplaren At in de statistische initi-
ale vraag Nt en de statistische remplacevraag Ut. De sta-
tistische initiale vraag is het verschil tussen de indivi-
duele initiale vraag en het aantal exemplaren, dat beschik-
baar komt door de discontinuiteit van de gebruikers c.q.
het gebruik. De individuele initiale vraag, de discontinuI-
teit van gezinnen c.q. gebruik is in hoofdstuk II aan de
orde geweest. In dit hoofdstuk beperken we ons tot de pro-
blematiek rond de uitval, waaraan de statistische remplace-
vraag per definitie gelijk is gesteld.
Afhankelijk van de beschikbare gegevens kan de remplace-
vraag op verschillende manieren geschat, berekend of bena-
derd worden. In paragraaf 3.2 beschouwen we een aantal mo-
dellen c.q. berekeningsmethoden, welke alle berusten op de
bepaalbaarheid van overlevingsfracties. Indien men niet de
beschikking heeft over uitvalsfracties en alleen de aankoop-
en uitvalscijfers over een reeks jaren bekend zijn, welke
situatie het meest voorkomt in de praktijk, moet men ofwel
volstaan met ruwe benaderingsmethoden van de gemiddelde
levensduur (paragraaf 3.3) ofwel voor de schatting van de
uitval zijn toevlucht zoeken tot iteratieve of enumeratie-
ve procedures (paragraaf 3.4).
3.2 DE BEPALING VAN DE REMPLACEVRAAG MET BEHULP VAN OVERLE-
VINGSFRACTIES
3.2.1 Inleiding.
In deze paragraaf volgen enkele modellen c.q. berekenings-
methodes, welke berusten op de beschikbaarheid van overle-
vingsfracties. Wij onderscheiden voor dit geval drie moge-
lijkheden. Allereerst kan men het uitvalsproces als een sto-
chastisch proces beschouwen. Deze mogelijkheid, die uitvoe-
rig in de vervangingstheorie bestudeerd is, wordt in para-
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graaf 3.2.2 besproken. Verder is het mogelijk alleen de le-
vensduur als een stochastische grootheid te beschouwen (pa-
ragraaf 3.2.4). Tot slot kan men het uitvalsproces als een
deterministisch proces opvatten (paragraaf 3.2.6). Na alle
bovengenoemde paragrafen volgt een paragraaf met kritiek.
3.2.2 De uitval als een stochastisch proces.
Het uitvalsproces, beschouwd als een stochastisch proces,
1
is uitvoerig bestudeerd in de vervangingstheorie . Deze
theorie is opgezet als de studie van bepaalde kansproblemen,
verband houdend met het defect raken en het vervangen van
componenten zoals b.v. gloeilampen, bouten e.d.. Later bleek
de theorie op vele soortgelijke problemen toepasselijk te
zijn. Er wordt gesteld, dat er een populatie componenten
is, waarbij elke component wordt gekarakteriseerd door een
niet-negatieve stochastische variabele 1 "failure time" ge-
naamd. Men kan zich de componenten het beste voorstellen
als machine-onderdelen en de "failure time" als de leeftijd
van de component, waarop een bepaalde gebeurtenis, "failure"
genaamd, plaatsvindt. Aan de termen "component" en "failure
time" kunnen echter verschillende andere interpretaties ge-
geven worden. Laten wij als componenten de exemplaren van
een duurzaam consumptiegoed en als "failure time" de levens-
duur beschouwen. Stel verder, dat we starten met een nieuw
exemplaar op het tijdstip 0. Dit exemplaar heeft een levens-
duur 11. We nemen aan ,dat dit exemplaar na buitengebruik-
stelling onmiddellijk wordt vervangen door een nieuw exem-
plaar met een levensduur 12. De tweede vervanging vindt dan
plaats na een totale tijd van 11 + 12. Wordt dit proces ge-
continueerd,dan is de levensduur van het r-de exemplaar Ir
en het tijdstip tot en met de r-de vervanging fr' waarbij
1. Zie b.v. D.R. Cox, Renewal Theory,  Methuen & Co Ltd.,
London, John Wiley & Sons,Inc.,New York, 1962.
Emanuel Parzen, Stochastic Processes, Holden-Day Inc.,
San Francisco, London, Amsterdam 1964, p. 160 - 186.
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Wl  =  Il  +  12  +   ·   ·   +  Ir
Indien {11' 12'...  onafhankelijke identiek verdeelde sto-
chastische variabelen zijn, alle met kansdichtheid £(T),dan
wordt het bovenbeschreven proces een vervangingsproces ge-
noemd. Stellen we het aantal vervangingen in het tijdsin-
terval (O,t) op  t, dan kan dit proces als volgt in beeld
gebracht worden  :
Fig. 3.2.2.1 Het vervangingsproces.
4-
5-
4-
3-
2-
1             1      1
0          lAi         '         I  )t    '         1     ,) : '         I         '         I> (      '         1         1                         , t
0 1 23456789101112131415
T1.-  T2       b  Y    TGC       /.                  A                                      )
€-21-+
(                                             )
W2
W3
C                                                                                                  )
W4
Er geldt:
20 = 0
Vt i= 0 als t < .11 = Wl
Vt=k  als  Wk J t< Wk+1 k = 1, 2,..
In de vervangingstheorie staat de kansverdeling van Mt en
in het bijzonder Syt en 02(Mt) centraal. Tevens leidt men
2. Zie E. Parzen, Stochastic Processes, Holden-Day Inc.,San
Francisco, London, Amsterdam,1964, p. 161.
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voor de verwachting en de variantie asymptotische eigen-
schappen af, welke in eenvoudige functies kunnen worden uit-
gedrukt. Verder wordt de superpositie van een aantal ver-
vangingsprocessen bestudeerd 3. Stel ,dat we tegelijkertijd
p onafhankelijke vervangingsprocessen hebben, welke alle
gekarakteriseerd worden door dezelfde kansdichtheid van de
levensduur. Figuur 3.2.2.2 geeft de opeenvolging van ver-
vangingen weer, welke gevormd wordt door de superpositie
van drie individuele vervangingsprocessen:
Fig. 3.2.2.2 De superpositie van drie vervangingsprocessen.
procesl                                    ¥            ¥                          *    2
proces 2    1       4       ¥     1          1        T       ..  1   ,7,
proces ,   1      1       1     1  ,      1'1     1   '  1  1   1
gesuper po-                               A                          *                  i * 9 k .   A  X *   >tneerd procesl
Stellen we, dat Yt(p  het totaal aantal vervangingen en Mt
(i)
het aantal vervangingen in het i-de proces in het tijdsinter-
val (O,t) is, dan geldt:
V   = V(1) + V (2) + ... + v CP) .
-t(P) -t -t -t
Indien de p individuele processen onafhankelijk zijn, dan
geldt wegens &4-i)  = &Vt:   en a2{X i) } = a2{Vt} voor
i= 1,...,p:
3. Zie D.R. Cox & P.A.W. Lewis, The Statistical Analysis
of Series of Events, Methuen & Co Ltd., London, John Wiley
& Sons Inc.,New York, 1966, p. 210 - 222.
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(i)&V
t(p) - P&Vt
2
a {V }    =    p[  02 {vti)  } 1.
-t(P)
Ook voor de verwachting en de variantie van het aantal ver-
vangingen in het gesuperponeerde proces zijn algemene asymp-
totische eigenschappen afgeleid voor zowel t + - als van
p + .. Voor het laatste geval is afgeleid, dat het aantal
vervangingen per tijdseenheid van het bovenbeschreven gesu-
perponeerde proces Poisson verdeeld is 4.
3.2.3 Kritiek.
De toepassing van de vervangingstheorie op de remplacevraag
van duurzame consumptiegoederen wordt zeer bemoeilijkt, om-
dat het uitvalsproces van duurzame consumptiegoederen niet
is op te vatten als een mechanistisch proces, waarin de levens-
duurverdelingen van de opeenvolgend te vervangen 
exemplaren
identiek verdeeld zijn. De ervaring leert, dat de gemiddel-
de levensduur en dus ook de levensduurverdeling van de exem-
plaren van de opeenvolgende generaties meestal niet con-
stant blijft. De oorzaak hiervan kan gelegen zijn in de mo-
gelijkheid, dat de gemiddelde technische levensduur veran-
dert in de loop der tijd. Echter, zelfs bij gelijkblijven-
de technische levensduur, blijft de periode tussen het tijd-
stip van ingebruikneming en het tijdstip van buitengebruik-
stelling niet constant, omdat de levensduur van de opeen-
volgend te vervangen exemplaren, behalve van technische fac-
toren, bovendien afhankelijk van variorende economische om-
standigheden is. Dit geldt voor alle individuele vervangings-
processen, die tezamen het gesuperponeerde proces bepalen.
4. Zie b.v. William Feller, An Introduction to Probability
Theory and its Applications, Vol. II, John Wiley & Sons
Inc., New York, London, 1966, p. 355.
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In de praktijk blijkt, dat in depressieperioden vervangingen
worden uitgesteld en dat in hausseperioden de consumenten
tot versnelde remplace overgaan. Ook de introductie van
nieuwe typen en modellen, eventueel gepaard gaande met in-
ruilacties, welke als doel hebben oude exemplaren uit de
markt te halen, doorkruisen het in de vervangingstheorie
veronderstelde mechanistische vervangingsproces.
Verder wordt bij de afleiding van de verdeling van het aan-
tal vervangingen in het gesuperponeerde proces in een be-
paald tijdsinterval gebruik gemaakt van de veronderstelling
dat het aantal individuele vervangingsprocessen constant
blijft.
Deze veronderstelling gaat niet op voor het aantal in ge-
bruik zijnde exemplaren van een duurzaam consumptiegoed,
omdat vanaf het tijdstip van introductie het bestand gelei-
delijk toeneemt. De afgeleide asymptotische eigenschappen
van het gesuperponeerde vervangingsproces gelden hierdoor
niet.
Ook de veronderstelling, dat elke component na het defect
raken onmiddellijk vervangen wordt, gaat ingeval van duur-
zame consumptiegoederen niet altijd op. Het kan namelijk
voorkomen, dat een bezitter na het defect raken van zijn
exemplaar, het gebruik beoindigt.
In zowel de literatuur van de vervangingstheorie als die van
de vraag naar duurzame consumptiegoederen komt men de toe-
passing van de vervangingstheorie op de remplacevraag van
duurzame consumptiegoederen niet tegen.
3.2.4 De levensduur als stochastische grootheid.
In deze paragraaf beperken we ons tot de bepaling van de
kansverdeling van de levensduur van een exemplaar behorend
tot een bepaalde generatie t. Hierbij maken we in grote
lijnen gebruik van de in paragraaf 2.3.1 beschreven methode
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ter bepaling van de wachttijd tot de eerste aankoop. De pe-
riode tussen het tijdstip van ingebruikneming en het tijd-
stip van buitengebruikstelling ofwel de levensduur van een
exemplaar wordt analoog aan de wachttijd tot de eerste aan-
koop behandeld. De veronderstelling in de vervangingstheo-
rie ten aanzien van de identieke levensduurverdeling van
alle achtereenvolgens te vervangen exemplaren verzwakken
we, door te stellen dat alleen de exemplaren van eenzelfde
generatie dezelfde levensduurverdeling hebben.
Definioren we L(T) als de verdelingsfunctie van de levens-
duur T dan is:
def          5
L(T)  =  P{I < T}
(3.2.4.1)
waarin leeftijd r k 0.
Verder stellen we dat L(T) een dichtheid £(T) heeft:
dL(T) (3.2.4.2)£(T) = -33-
De overlevingsfunctie is per definitie:
s(T) def 1 - L(T) (3.2.4.3)
Analoog aan de initiale aankoopfunctie (2.3.1.17) definioren
we:
1(T) (3.2.4.4)
Z(T) = ·STTT
voor alle leeftijden T, zodanig dat s(T) > 0.
5. Eenvoudshalve is de generatie-index  hier weggelaten. In-
dien de levensduurverdelingen van meerdere generaties
beschouwd worden en per generatie verschillen moet de no-
tatie Lt(T) zijn. De notaties £(T), s(T) en z(T) moeten
dan eveneens aangepast worden, Indien ook t continu va-
rieert is de notatie L(t,T).
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Uit (3.2.4.4) volgt m.b.v. (3.2.4.2) en (3.2.4.4):
d s(T)
= 2(T)
S(T)
- ln s(r) = 70 z(e)de
-flz(e)de
s(T) = e (3.2.4.5)
Verder wordt aangenomen dat:
L(0) = 0  en
lim L(T) = 1
T+00
De functie Z(T) staat in de bedrijfszekerheidstheorie be-
kend als "hazard rate", "failure rate" ,"age-specific failure
rate" en "force of mortality".
De grootheid z(T)dz representeert de kans, dat een exemplaar
met leeftijd T in het interval [r, T + dr) buiten gebruik
gesteld wordt. Vanwege fysische overwegingen kan de functie
z(T) nuttig zijn bij de keuze van de overlevingsfunctie.
In vele toepassingen is er reden om aan te nemen, dat door
de slijtage van het exemplaar de functie Z(T) niet zal da-
len.
Een grote verscheidenheid van verdelingen wordt in de be-
drijfszekerheidstheorie gebruikt ter beschrijving van de
levensduur van electronische en mechanische componenten.
Onderstaand volgt een overzicht van de voornaamste verde-
lingsdichtheden van de levensduur. Tevens wordt de functie
z(r) gegeven, indien deze een eenvoudige uitdrukking
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is 6.
1. De exponenti6le verdeling:
£(T) = Xe ; 2(T) = A A>0;T Z O
-XT
2. De gamma-verdeling:
1(T) =   A  e-AT Ta-1 A,a >0;T>0r(a)                           =
3. De Weibull-verdeling:
a-1 -Ara 0-1
£(T) = kar e ; Z(T) = Aar 1,01 >0;T>0=
4. De afgeknotte normale verdeling:
(T-D)2
21         20£(r) = - e            c> 0; -00 <W< - ;0<T<0 0=
ac /I:T
waarin a een constante is
5. De lognormale verdeling:
(log T -B)2
22c£(T) =  1 e -co  <   11   <  co;   c   >   0;   T  2  0
Ta /IA
De functie z(r) van de exponentiole verdeling is een con-
stante. Vanwege een aantal prettige wiskundige eigenschappen
is deze verdeling het grondigst onderzocht. De toepasselijk-
6. Zie Richard E. Barlow, Frank Proschan, Mathematical Theory
of Reliability, John Wiley & Sons, Inc., New York, London,
Sidney, 1965, p. 12 - 18.
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heid echter is beperkt, omdat de exponentiole verdeling van
de levensduur impliceert, dat het voorafgaande gebruik van
7
een exemplaar de toekomstige levensduur niet beinvloedt
De gamma-verdelingen hebben een stijgende functie z(r) voor
a > 1. In dit geval wordt Z(T) naar boven begrensd door X.
Voor a<l i b z(r) een dalende functie. De Weibull-verdeling
heeft een stijgende Z(T) voor a > 1,een dalende voor a < 1.
Voor a=1 zijn zowel de gamma als de Weibull-verdeling ge-
lijk aan de exponentiole verdeling. De normale verdeling
heeft een stijgende, de lognormale verdeling een dalende
Z(T).
De meest gebruikte discrete verdelingen zijn:
6. De geometrische verdeling:
T                                                                         1PCL=T} = P(1-p) 0<p<1;T=0,1, 2,...
7. De negatief binomiale verdeling:
P{I=T} = (- )pa(-q)T p =l-q>0; a 2 0; T= 0, 1, 2--
8. De binomiale verdeling:
P I=r} = (n)pr(1-p) 0<p<1;T=0,1, 2,..., n.
n-T
9. De Poisson-verdeling:
TA-A
P { 11=T}    = lr: A > 0; T = 0, 1, 2,...
7. William Feller, An Introduction to Probability Theory and
its Applications,Vol. I, John Wiley & Sons, Inc., New
York, London, 1957, p. 413.
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Voor discrete verdelingen kunnen we naar analogie van
(3.2.4.4) definidren:
  1 = T}
Z
T                   co
j T P{i=j}
De negatief binomiale verdeling heeft een stijgende Z(T)
voor a>l e n een dalende Z(T) voor a<1.
Voor a=l i s d e negatief binomiale verdeling gelijk aan de
geometrische verdeling, waarvoor de functie z(T) constant
is. De binomiale en de Poisson-verdeling hebben een stij-
gende z(T).
Zoals reeds gesteld worden de bovenstaande levensduurverde-
lingen voornamelijk toegepast in de bedrijfszekerheidstheo-
rie. Cramer heeft het probleem van de levensduurverdeling
van een duurzaam consumptiegoed n.1. auto's op een soortge-
8lijke manier aangepakt . Hij gaat ervan uit, dat de waarde
van een auto in de loop der tijd is uit te drukken in een
aantal eenheden j, j = 0, 1, ...,n. De eenheid is gedefini-
eerd als het n-de deel van een nieuwe auto; j is derhalve
gelijk aan n voor alle nieuwe auto's. De auto wordt gesloopt
als j de waarde nul bereikt. Cramer veronderstelt nu, dat
de kans dat een bepaalde eenheid gedurende een interval dz
te niet gaat, evenredig is aan de duur van het interval
d.w. z. gelijk is aan
Adr.
De kans dat de j eenheden van een auto in een interval dr
verminderd worden tot j-1 eenheden is dan bij benadering
gelijk aan:
8. J.S. Cramer, The Depreciation and Probability of Motor-
cars, Journal of the Royal Statistical Society, Series
A, 121 (1968), p. 18 - 59.
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jAdz.
De intervallen worden zo klein gehouden, dat de kans op het
teniet gaan van meer dan een eenheid in hetzelfde interval
verwaarloosd kan worden.
De bovengenodmde kansen weerspiegelen de geleidelijke slij-
tage. Bovendien veronderstelt Cramer, dat het aantal een-
heden van een auto plotseling door een ongeval tot nul ge-
reduceerd kan worden.
De kans hierop stelt hij, onafhankelijk van de leeftijd,
evenredig aan de lengte van het tijdsinterval; d.w.z. de
waarde van elke auto kan worden gereduceerd tot nul met een
kans
pdT.
De levensduurverdeling kan worden gevonden door toepassing
9
van de Chapman-Kolmogorov-vergelijking  :
L(r) =1- e-UT{1-(1-e-Ar)nl (3.2.4.6)
Vergelijking (3.2.4.6), toegepast op een generatie auto's,
geeft voor elke leeftijd de frequenties van gesloopte auto's.
De overlevingsverdeling wordt:
s(r) = e-UT{1-(1-e-AT)nj (3.2.4.7)
De verdelingsdichtheid van de levensduur wordt:
£(T) = d*.Il = e-UT{y-11(1-e-AT)n+ n(e-AT) (1-e-XT)n-11
(3.2.4.8)
9. Zie William Feller, An Introduction to Probability
Theory and its Applications, Vol I, John Wiley & Sons,
Inc., New York, London, 1957, p. 424 - 436.
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Uit de momenten-genererende functie volgt de verwachting
van de levensduur:
&(T) =1[1 -t B(t , n+1)1 (3.2.4.9)- U
waarin B de B-verdeling is.
Ook de variantie kan expliciet bepaald worden.
3.2.5 Kritiek.
Volgens Barlow en Proschan is de keuze van een levens-
10
duurverdeling op basis van fysische overwegingen grotendeels
een kunst. Op grond van waarnemingen over de levensduur is
het moeilijk, onderscheid te maken tussen de verschillende
niet-symmetrische verdelingsfuncties. De verschillen tussen
de gamma, de Weibull en de log-normale verdelingen zijn alle
significant in de staart van de verdeling, terwijl door de
beperkte omvang van de steekproeven, juist de waarnemingen
in de staart schaars zijn. Voor fysische en electronische
componenten kan in sommige gevallen de keuze vergemakkelijkt
worden door een beschouwing van de functie Z(t) in combina-
tie met fysische overwegingen. Voor duurzame consumptiegoe-
deren is de keuze moeilijker, omdat de technische levens-
duur veelal niet samenvalt met de periode tussen het tijd-
stip van ingebruikneming en buitengebruikstelling. Door
de technische vooruitgang kan het produkt verouderen, waar-
door het, voordat het defect raakt, vervangen wordt. In
slechte economische omstandigheden zal de bezitter trachten
door middel van reparaties de vervanging zo lang mogelijk
uit te stellen.
In geval van duurzame consumptiegoederen is het hier-
door praktisch onmogelijk a priori veronderstellingen te
10. Richard E. Barlow, Frank Proschan, Mathematical Theory
of Reliability, John Wiley & Sons,Inc., New York, London,
Sidney, 1965, p. 9.
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doen omtrent de functie z(r) c.q. levensduurverdeling. De
enige mogelijkheden, die dan overblijven zijn, 8fwel aan de
waargenomen overlevingsfracties a posteriori een bekende
theoretische verdeling aan te passen, 8fwel de waargenomen
overlevingsfracties zelf als kansen te interpreteren. Voor
auto's is de laatstgenoemde mogelijkheid erg reiel, omdat
het aantal waarnemingen zeer groot is, waardoor de over-
11
levingsfracties een te verwaarlozen spreiding hebben
3.2.6 De levensduur als deterministische grootheid.
In deze paragraaf worden de overlevingsfracties als deter-
ministische grootheden beschouwd.
Naar gelang de beschikbaarheid van cijfermateriaal onder-
scheiden wij drie gevallen: de berekening van de uitval
voor het geval dat men de beschikking heeft over de leef-
tijdsopbouw van het bestand op
- op een reeks tijdstippen
- op twee tijdstippen
- op aan tijdstip, gecombineerd met de nieuwe aankopen van
een reeks jaren hieraan voorafgaand.
Wij definioren:
At,T = het aantal exemplaren van generatie t, dat op tijd-
Stip t+T nog tot het bestand behoort.
In tabel 3.1.1 is A berekend m.b.v. een bepaalde over-t,T
levingsfractie s van generatie t:t,T
11. Ook in de bevolkingsanalyse, waarin sterftetabellen
worden samengesteld op basis van steekproeven van
100.000 personen, wordt deze mogelijkheid toegepast.
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I-/
At,T = At st,r
(3.2.6.1)
Doordat de teldefinities in de loop der tijd nogal eens ver-
anderen wordt de grootheid A. in de praktijk meestal be-t,T
rekend met behulp van overlevingsfractie v van At,T t,T-1
At'T = At,T-1' vt,T
(3.2.6.2)
Indien we de beschikking hebben over de leeftijdsopbouw van
het bestand op een reeks tijdstippen, kunnen we als grond-
slag van onze verdere berekeningen tabel 3.2.6.1 nemen.
Tabel 3.2.6.1 Aantal exemplaren in gebruik naar leeftijds-
klassen
Be- Uit-
3 aar Aankcpen Leeftijdsklasse T stand val
0           1             2            3        ..
1
Al«Al,O=Alvl,0
Bl   Ul
--0
2       .A2«A2,0-A2 ,2,0  Al, 1=Al,Ovl, 1
B2  U2
3       Aj-*A3, O=A3v),OA2,1""A2, Ov2, A ,2=Al,lvl, 2 B3  U3
4        A4+A4,0=A#v4  7 1=A,3, Ov3,1-7 2=A2,lv2,2  A1''3=Al,2vl,3        84       U4
De overlevingsfracties van jaar tot jaar v zijn uit tet,T
drukken in de in tabel 3.1.1 gebruikte overlevingsfracties
s   . Met behulp van (3.2.6.1) en (3.2.6.2) vinden we:t,T
St,T (3.2.6.3)
Vt,T - st,T-1
Door voortgezette vermenigvuldiging van de overlevingsfrac-
ties v van jaar tot jaar worden de overlevingsfractiest,T
St,T van generatie t bepaald:
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T
 t,T = e O v (3.2.6.4)t,0
Met behulp van de bovenstaande gegevens kunnen we de gemid-
delde levensduur per generatie bepalen. Volgens (3.1.10)
geldt:
mt
Tt - rio st,T
Uit de substitutie van (3.2.6.4) in (3.1. 10) volgt:
m
t         T
Tt = TIO 0HO V (3.2.6.5)t,0
Wanneer wij de beschikking hebben over de nieuwe aankopen
over een reeks jaren, voorafgaand aan tijdstip t-1, de over-
levingsverdelingen van de bovengenoemde generaties en de
schatting van het bestand Bt' kunnen we een prognose van de
totale nieuwe aankopen in jaar t doen. Uit (3.1. 4) volgt:
t-1
Bt = st,0 At + T&1 s      A                        (3.2.6.6)t-T,r t-T
of omdat s ->0
t,0
t-1
B - I    s
At =  t   T l
t-1,7 At-T
(3.2.6.7)
t,0
Door de bepaling van At komt een extra gegeven beschikbaar,
waardoor we, met behulp van een schatting van s ent+1,0
Bt+1' de nieuwe aankopen A kunnen berekenen. Aldus ist+1
het mogelijk voor een aantal jaren een prognose van de nieuwe
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12
aankopen te geven
Indien men de leeftijdsopbouw van het bestand op twee op-
eenvolgende tijdstippen kent, kan men de overlevingsfrac-
ties vanaf het tijdstip van aankoop benaderen door van de
exemplaren van leeftijdsklasse T-1, de fractie te bepalen,
welke de leeftijdsklasse z bereikt. De fractie st n bepaalt,U
men rechtstreeks uit de meting van de leeftijdsopbouw van
het bestand op tijdstip t. Het bovenstaande is in tabel
3.2.6.2 schematisch aangegeven 13.
Tabel 3.2.6.2 De berekeningsmethode op basis van de leef-
tijdsopbouw op twee opeenvolgende tijdstippen.
Aanwezig op Aanwezig op Overlevings-
tijdstip t-1 tijdstip t fracties van
jaar tot jaar
-
At,0=Atst,0 St,0
st-1,1
At-1,0=At-lst-1,0 At-1,1=At-lst-1,1 st-1,0
st-2,2
At-2,1=At-2st-2,1 At-2,2=At-2st-2,2 st-2,1
st-3,3
At-3,2=At-3st-3,2 At-3,3=At-3st-3,3 st-3,2
Totaal      B
t-1               Bt
12. Zie voor de toepassing van deze berekeningsmethode b.v.
J.S. Cramer, Levensduur en Sloop van Personenauto's in
Nederland 1950-1964, Statistica Neerlandica 20 (1966),
p. 225 - 239.
13. Verg. J.G. Stridiron, Handboek der Bedrijfseconomische
Statistiek, Uitgeversmaatschappij W. de Haan N.V. Utrecht,
1941, p. 154 - 155.
Jean L. Pennock and Carol M. Jaeger, Estimating the
Service Life of Household Goods by Actuarial Methods,
Journal of the American Statistical Association ,. .2
(1957), p. 175 - 185.
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De gemiddelde levensduur kan met behulp van de bovenstaan-
de gegevens als volgt benaderd worden:
14
7(11 =     H  st-e,e
r=0 0=0 S (3.2.6.8)
t-0,8-1
Hierin is st   def 1.,-1
Vergelijking (3.2.6.8) is te herschrijven tot:
7 (1)
T S
t-(e-1),0-1
= St,0   T l St-T,T 0 1 S
t-8,0-1
Stellen we ook dat s def 1, dan wordt de bovenstaan-t+1,-1
de vergelijking:
7(1) = E s i st-(0-1),0-1 (3.2.6.9)T=Q t-T,T 0=0 S
t-0,0-1
Een prognose van de nieuwe aankopen kan wederom met behulp
van de gevonden overlevingsfracties op basis van vergelij-
king (3.2.6.7) verkregen worden.
Met behulp van de leeftijdsopbouw op 66n tijdstip en de
nieuwe aankopen van een reeks jaren daaraan voorafgaand
kan men bepalen, welke fracties van de exemplaren T,
T = 0, 1,·.., jaren voor het tijdstip, waarop de leeftijds-
15opbouw bekend is, nog op dat moment aanwezig zijn
14. Daar de breuken in het gedurige produkt betrekking heb-
ben op verschillende generaties, die elk een verschil-
lende maximale leeftijd mt kunnen hebben, is gesommeerdtot -, omdat volgens   (3.1.2) alle breuken  met  0&  mt  voorelke t dan toch gelijk aan nul zijn.
15. Verg. J.G. Stridiron, Handboek der Bedrijfseconomische
Statistiek, Uitgeversmaatschappij W. de Haan N.V., Utrecht,1941, p. 149 - 154.
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Tabel 3.2.6 De berekeningsmethode op basis van de leeftijds-
opbouw op dan tijdstip en de nieuwe aankopen
van een reeks jaren daaraan voorafgaand.
Nieuwe aankopen Aanwezig op tijd- Fractie
stip t overlevenden
At At,0=Atst,0 St/0
At-1 t-1,1=At-lst-1,1 t-1,1
A                       s
At-2 At-2,2=At-2st-2,2 St-2,2
At-3 At-3,3=At-3st-3,3 St-3,3
rotaal                             Bt
De gemiddelde levensduur kan met behulp van de bovenstaan-
de gegevens benaderd worden door:
-(2) _ I (3.2.6.10)T    - TLO St-T,T
Opgemerkt zij hier, dat voor deze benaderingsmethode tevens
de nieuwe aankopen op een reeks tijdstippen bekend moeten
zijn.
3.2.7 Kritiek.
De in deze paragraaf behandelde berekeningsmethodes zijn
alleen te rechtvaardigen als de steekproeven zo groot zijn,
dat de spreiding van de overlevingsfracties verwaarloosd
kan worden. Voor kleine steekproeven leveren de berekenings-
methodes slechts grove benaderingen op. Indien de over-
levingsfracties van alle generaties bekend zijn kan men ver-
anderingen in de levensduurverdeling c.q. de gemiddelde le-
vensduur op de voet volgen. Echter de vereiste gegevens
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zijn slechts in enkele uitzonderingsgevallen bekend, nl.
voor die produkten, waarvoor de tijdstippen van ingebruik-
neming en buitengebruikstelling geregistreerd worden, zoals
voor auto's en schepen. Voor alle overige duurzame consump-
tiegoederen, waarbij dit niet het geval is, wordt de ver-
krijging van de overlevingsfracties door middel van jaar-
lijkse steekproeven erg duur. Minder duur is het om een
dergelijk uitgebreid onderzoek op twee tijdstippen of op
66n tijdstip uit te voeren en de overlevingsfracties volgens
de tabellen 3.2.6.2 en 3.2.6.3 te bepalen. Deze berekenings-
methodes leveren juiste uitkomsten op, indien de overle-
vingsfracties als deterministische grootheden beschouwd mo-
gen worden en de gemiddelde levensduur in de loop der tijd
constant blijft. Dit laatste betekent, dat de overlevings-
kansen onafhankelijk van het jaar van aankoop zijn:
S /T = ST (3.2.7.1)
def
waarbij s-1 = 1.
Hierdoor worden alle breuken in het gedurige produkt van
(3.2.6.9) gelijk aan Oon. Uit de substitutie van (3.2.7.1)
in (3.2.6.9), (3.2.6.10) en (3.1.10) volgt:
7(1) =- T-(2) = T (3.2.7.2)
Indien de levensduur verandert in de loop der tijd, leveren
(3.2.6.9) en (3.2.6.10) in het algemeen niet dezelfde uit-
komsten op. De beide vergelijkingen geven het gemiddelde van
de gemiddelde levensduren van de verschillende generaties.
De overlevingsfracties s, kunnen op verschillende manierent,T
van t afhangen. Men maakt onderscheid tussen systematische
en niet-systematische veranderingen in de gemiddelde le-
vensduur 16 
16. Centraal Bureau voor de Statistiek, Gemiddelde Levens-
duur van enkele Duurzame Produkten, Statistische en Eco-
nometrische Onderzoekingen, 10 (1955), p. 167 - 169 en
185 - 188.
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De niet-systematische veranderingen kunnen als volgt in for-
mule worden gebracht:
St'T = ST(l+Ut,T)
(3.2.7.3)
Hierin stelt s de normale overlevingsfractie voor en u.T                                         t,T
een relatieve toevallige afwijking hierop voor jaargang t.
def
Verder is ut+1,-1 = ut-1 = 0. Uit de substitutie van
(3.2.7.3) in (3.2.6.9) resp. (3.2.6.10) volgt:
T  1+u
7(1) = T o s T(1+ut-T,T , el, "4 (e i).'-1
(3.2.7.4)
en
CO
7(2) = TIO sT (1+u     )                             (3.2.7.5)t-T,T
De vergelijkingen (3.2.7.4) en (3.2.7.5) zijn aan elkaar ge-
lijk op het gedurige produkt in (3.2.7.4) na. De verschillen
tussen de beide berekeningsmethodes kunnen verschillende
oorzaken hebben, die gelegen zijn in het karakter van de
ut T. Een van deze oorzaken is, dat de technische levens-
duur van de nieuwe exemplaren, aangekocht in het jaar t,
toevallig hoger dan wel lager dan normaal is. De afwij-
kingen u voor eenzelfde generatie, maar voor verschil-t,T
lende leeftijden, zullen hetzelfde teken bezitten en onge-
veer van dezelfde orde van grootte zijn. Herschrijft men
(3.2.7.4) als volgt:
7(1) =  I s
T  1+u
H t-0,0 (3.2.7.6)
T=0  T e=0 1+ut-0,0-1
dan staan er in de tellers en de noemers van elke breu
k
in het gedurige produkt overlevingsfracties, die op ee
nzelf-
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de jaar van aanschaf betrekking hebben. Deze breuken zullen
in dit geval slechts van de tweede orde  van 66n verschil-
- (1)              -len. Dit betekent dat z dicht bij r zal liggen.
De bovenbeschreven compensatie gaat niet op voor ut-T,T in
(3.2.7.5). Het is wel mogelijk, dat de afwijkingen u.E-T,T
in (3.2.7.5)'elkaar, althans ten dele, voor verschillende
t compenseren, doordat kortere en langere gemiddelde levens-
duren dan de normale elkaar in de loop der jaren afwisse-
len, waardoor de u afwisselend een negatief resp. po-t-T,T
sitief teken zullen hebben. Bij niet-systematische verander-
lijke technische levensduur is een algemene uitspraak over
de verschillen in de uitkomsten van de beide berekeningsme-
thodes dan ook niet te geven.
Een tweede interpretatiemogelijkheid van de afwijkingen
ut,T is, dat deze abnormaal sterke of zwakke uitval van al-
le generaties in de periode t reflecteren, b.v. als gevolg
van de conjunctuursituatie, drastische prijsverhogingen
of -verlagingen en de introductie van technisch verbeterde
typen van het produkt. Heeft er in de periodes, voorafgaand
aan tijdstip t-1 een normaal uitvalsproces plaatsgevonden
en is de uitval in periode t abnormaal laag dan zijn, althans
wanneer de abnormale uitval zich over alle generaties uit-
strekt, de factoren
1+ut-(0-1),0-1
1+u in het gedurige produkt van (3.2.7.4) voor
t-e,0-1
alle door e te doorlopen waarden groter dan &5n. Indien de
invloeden van eventuele andere factoren op de u's in de
teller en de noemer van dezelfde orde van grootte zijn,
geldt:
7(1) -(2) > T (3.2.7.7)>  ·r
Is daarentegen de uitval in periode t abnormaal sterk, dan
geldt
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1+ut-(e-1),0-1 < 1 en
1+Ut-0,0-1
7(1) < T(2) < 7 (3.2.7.8)
Uit (3.2.7.7) en (3.2.7.8) volgt, dat de berekeningsmethode
(3.2.6.9) gevoeliger is voor abnormaal sterke resp. geringe
uitval in een bepaalde periode dan (3.2.6.10).
Een derde mogelijkheid voor de interpretatie van de ut,T
is, dat deze meetfouten voorstellen. In dit opzicht is de
berekeningsmethode voor 7(2) in het nadeel, omdat de u.t-T,T
hierin systematisch te hoog of te laag kunnen zijn. Dit
komt, omdat de overlevingsfracties s bij deze methodet,T
in de praktijk bepaald worden als verhoudingen tussen twee
ongelijksoortige grootheden, nl. de nieuwe aankopen At en
de bestandsonderdelen met leeftijdsklasse T A. , welke on-r,T
afhankelijk van elkaar gemeten worden. In de berekening van
-(1)
T wordt daarentegen gebruik gemaakt van de verhoudi,gen
tussen gelijksoortige grootheden, nl. de overlevingsfrac-
ties op twee tijdstippen. Eventuele meetfouten in deze
grootheden zullen op de beide tijdstippen van dezelfde orde
van grootte zijn en dezelfde richting opgaan, waardoor deze
bij deling grotendeels tegen elkaar wegvallen.
Behalve van de bovenbeschreven niet-systematische verande-
ringen in de gemiddelde levensduur kan er ook sprake zijn
van een gemiddelde levensduur, die systematisch stijgt of
daalt. Wij veronderstellen dat bij een systematisch stij-
gende gemiddelde levensduur, de levensduurverdelingen zo-
danig veranderen, dat voor elke leeftijdsklasse T geldt:
S    >S      >        > ...
t,r t-1,T st-2,T
Stellen we,dat de overlevingsfracties continu varioren
voor zowel t als T, dan kunnen we een dergelijk verband
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tussen s(t-*,T) en s(t,T) als volgt in formule brengen:
S(t-Y,T) = e S(t,T) (3.2.7.9)
-X(T,T)
Wij veronderotellen hierbij, dat X(Y,T) een continu diffe-
rentieerbare functie is van 9 en  , zodanig dat
X('ir,T) > 0, f·1 > 0 en · f > 0 voor elke 9 > 0 en T > 0;
x(F,T) = 0 voor hetzij 9 = 0, hetzij T = O.
De termen in (3.2.6.9) zijn op het gedurige produkt na, ge-
lijk aan die van (3.2.6.10). Met behulp van (3.2.7.9) wordt
de T-de term:
T
s       A  St-(0-1),e-1 = ee&O{x(e,0-1)-x(9-1,0-1)}-x(T,T)t-T,T 0=0 s t,T
S
t-0,0-1
(3.2.7.10)
In plaats van het gedurige produkt in het linkerlid van
(3.2.7.10), dat gebaseerd is op een stapgrootte 6&n, be-
schouwen we het overeenkomstige gedurige produkt met stap-
grootte h<1 waarbij T/h een geheel getal is:
T/h s
eAo s -Ce-1)h, (e-1)h
t-0h, (0-1)h
De overeenkomstige som van de exponent in (3.2.7.10),cd wordt
hierdoor:
T/h
AJ= e60 x(eh, (0-1)h)-x((0-1,)h, (0-1)h)  (3.2.7.11)h
Passen  we de middelwaarde stelling  toe op (3.2.7.11)  dan
verkrijgen we:
r/h   ax((e-00)h, (0-1)h) i8&0       39          h                         (3.2.7.12)
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waarin T het eerste argument van de functie x is en alle
te's in het interval (0,1) liggen.
Stellen we
f.:
n (0) = (0-00)h
n (0) = (0- 1)h 0  =  0, . . . ,   T/h,
dan wordt de bovenstaande som:
2 = E ax(n*(e),n(0)) (3.2.7.13)3T
Onder bepaalde voorwaarden geldt:
rr ax(0,0)
17
lim Ed = ' de (3.2.7.14)
hto     JO    BT
De integrand in (3.2.7.14) is het partiole differentiaal-
17. Dit kan als volgt gezien worden. De integraal (3.2.7.14)
wordt benaderd door de som
r h ex(n(e),n(e))
0=0     37        - n,
en wel des te beter, naarmate h kleiner is.
Het verschil tussen deze som en (3.2.7.12) is:
  r/h 1  ax(n*(e),n(0)) _
ax(n(0),n(0))    o0=0 li 39 39
Daar ·6, op [ 0,T] uniform continu is, kunnen we bij elke
E >0 h zo klein kiezen dat voor alle e geldt:
ax(n*(0),n(e))
ax(n(e),0(0))   <S,39 39          T
zodat
r/h 1$3x(n*(9)-n(g)) _ ax(n(0),n(8))I|
he&0  11      39              99      11   J h* .A= ' .
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quotiont van x naar het eerste argument F van x. Nu geldt:
X(T,T) = X(¥(e),T(e))
en
dx 3x df 3x dz
do = 39  de + Tr  de-  
Hierin zijn 9(e) en T(0) beide gelijk aan e, waardoor de
bovenstaande vergelijking te vereenvoudigen is tot:
dx(e,e) = ax(e,e)   ax(e,e)
de 39 3T
Daar de beide termen in het rechterlid positief veronder-
steld zijn, is
ax(e,e) < dx(0,0)
39 de
Aangezien verder
r  dx(e,e)
Jo de
de = x(T,T)
is
 < X(T,T) (3.2.7.15)
Indien we de gemiddelde levensduur als een continue groot-
heid beschouwen worden (3.1.10), (3.2.6.9) en (3.2.6.10),
rekening houdend met (3.2.7.9) resp.:
-       =
Tt = fl S(t,T)dT (3.2.7.16)
7(1) = IE /-X(Z,·r)S(t,T)dr (3.2.7.17)
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7(2) = 5 e-X(T,T)s(t,T)dz (3.2.7.18)
Uit (3.2.7.15) t/m (3.2.7.18) volgt, dat
Tt > 7(1) > 7(2) (3.2.7.19)
Bij een systematische daling van de gemiddelde levensduur,
kunnen we het verband tussen s en S aangeven door
t-T,T t,T
de functie
s(t-F,T) = e S(t,T) (3.2.7.20)X(T,T)
Onder dezelfde voorwaarden van de functie x geldt dan:
Tt <7(1) <7(2) (3.2.7.21)
Wil men geinformeerd worden over de gemiddelde levensduur
van de jongste generaties, dan is de conclusie, dat men
beter de berekeningsmethode (3.2.6.9) dan (3.2.6.10) kan
toepassen.
Voor de toepassing van de bovengenoemde berekeningsmethodes
heeft men, behalve een nauwkeurige bepaling van het aantal
exemplaren in gebruik, nauwkeurige informaties omtrent de
verdeling van de nieuw gekochte exemplaren, naar het jaar
van aankoop en van tweede hands gekochte exemplaren naar
het jaar van aankoop door de eerste bezitter, nodig. In de
praktijk wordt men, vooral ten aanzien van het jaar van aan-
schaf van tweede hands gekochte exemplaren, met herinnerings-
fouten en weet-niet antwoorden geconfronteerd.
3.3 DE BEPALING VAN DE REMPLACEVRAAG OP BASIS VAN BESTAND-
EN AANKOOPREEKSEN.
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3.3.1 Inleiding.
In deze paragraaf richten we de aandacht op een aantal me-
thodieken ter benadering van de gemiddelde levensduur c.q.
de remplacevraag, ingeval men niet de beschikking heeft
over de uitvdlsfracties maar alleen de totale bestand- en
aankoopgegevens beschikbaar zijn. De methodes zijn gericht
op de benadering van alleen de gemiddelde levensduur of van
de levensduurverdeling. In paragraaf 3.3.2 worden drie me-
thodes gegeven ter berekening van de gemiddelde levensduur,
nl. op basis van:
- de terugcumulatie van de totale nieuwe aankopen,
- de vooruitcumulatie van de remplace-aankopen,
- het quotiont bestand/uitval.
Daarna zal in paragraaf 3.3.3 aangetoond worden dat de in
paragraaf 3.3.2 gegeven methodes slechts onder zeer strin-
gente voorwaarden geldig zijn.
In paragraaf 3.3.4 behandelen we drie methodieken ter bepa-
ling van de remplacevraag via een schatting van de overle-
vingsfracties, nl. op basis van:
- de correlatierekening,
- een enumeratieve procedure voor het geval dat de levensduur
constant is,
- een iteratieve procedure voor het geval dat de levensduur
monotoon stijgt of daalt.
Tenslotte volgen in paragraaf 3.4 enige conclusies betref-
fende alle in dit hoofdstuk behandelde onderwerpen.
3.3.2 Methodes ter benadering van de gemiddelde levensduur.
Indien het bestand op &&n tijdstip en de nieuwe aankopen van
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een voldoende aantal jaren hieraan voorafgaand, gegeven
zijn, kan men de gemiddelde levensduur benaderen door de
methode van de terugcumulatie van de totale aankopen 18;
de gemiddelde levensduur is bij benadering gelijk aan het
aantal jaren, waarover de nieuwe aankopen teruggecumuleerd
moeten worden om het bestand te krijgen. Beschouwen we de
aankopen en de bestanden als continue grootheden en defini-
eren we:
A(t) = de aankoopsnelheid op tijdstip t,
U(t) = de uitvalsnelheid op tijdstip t,
N(t) = de initiale aankoopsnelheid,
B(t) = het bestand op tijdstip t,
dan is de methode van de terugcumulatie van de nieuwe to-
-(3)tale aankopen dus gebaseerd op de bepaling van T Uit:
f (3) A(t-T)dr = B(t)
(3.3.2.1)
Indien men bovendien de beschikking heeft over de bestands-
gegevens voor een reeks jaren, kan men de ontwikkeling van
de gemiddelde levensduur op de volgende wijze grafisch be-
19naderen . Men bepaalt voor een reeks tijdstippen de som
van alle nieuwe aankopen  en  de  som  van alle remplace -aanko-
pen en zet de gevonden gegevens uit in een grafiek. Indien
we de aankopen als continue grootheden beschouwen, krijgen
we figuur 3.3.2.1.
18. Centraal Bureau voor de Statistiek, Balanswaarde van en
Afschrijvingen op Woningen, Statistische en Econometri-
sche Onderzoekingen, 9 (1954), p. 11 - 20.
19. J.G. Stridiron, Handb6-ek der Bedrijfseconomische Sta-
tistiek, Uitgeversmaatschappij W. de Haan N.V. Utrecht,
1941, p. 155 - 157.
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Fig. 3.3.2.1 Grafische benadering van de gemiddelde levens-duur.
aantal
exemplaren
't  
'Stktgic  
11»dr
B(t)
}-«      j
(t- T(4 3 )
- --.
0                                    tt -7(4)
, lijd
De verticale afstand tussen beide tijdreeksen is gelijk aan
het aantal exemplaren in gebruik; de horizontale afstand
geeft het gemiddelde tijdsverloop tussen de aankoop en de
vervanging. Deze grafische methode komt neer op de bepaling
van de gemiddelde levensduur door terugcumulatie van de
remplace-aankopen d.w. z. de bepaling van 7(4  uit:
7(4)
f    U(t-T)dr = B(t-7(4)) (3.3.2.2)
Men kan de gemiddelde levensduur ook benaderen door het
quotient bestand/uitval 20: de gemiddelde levensduur is
volgens deze methode bij benadering gelijk aan het gemid-
20. Centraal Bureau voor de Statistiek, Gemiddelde Levens-
duur van enkele Duurzame Produkten, Statistische en
Econometrische Onderzoekingen, 10 (1955) p. 170 - 171.
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delde bestand tussen twee tijdstippen, gedeeld door de uit-
val tussen de bovengenoemde tijdstippen en vermenigvuldigd
met de lengte van de periode tussen de tijdstippen. Indien
we het bestand en de uitval als continu variorende groot-
heden beschouwen, geldt:
7(5) = B(t) (3.3.2.3)U(t)
t
f  A(t-T)S(T)dZ
0=                                               (3.3.2.4)
tf A(t-T) £(T)dr
0
Hierbij zijn de teller en de noemer van (3.3.2.4) naar ana-
logie van (3.1.4) resp. (3.1.7) bepaald.
3.3.3 Kritiek.
Men kan aan figuur 3.3.2.1 zien dat de methode van de terug-
cumulatie van de nieuwe aankopen equivalent is aan de me-
thode van de vooruitcumulatie van de remplacevraag. Dit
kan als volgt bewezen worden. Als de methodes gelijk zijn,
moet gelden 21:
7(3) 2(4)
f     A(t-T)d T - f U(t-r)dT = B(t) - B(t- 7(4))
0                        0
(3.3.3.1)
7(3) r T(4)[A(t-T)-U(t-T)1 dT- 1 U(t-T)dr = B(t) - B(t- 7(4)).0                       1 -(3)
JT
21. Verg. Centraal Bureau voor de Statistiek, (1955), p.
190 - 191.
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-(3) -(3)
Daar f,  [A(t-T)-U(t-r)ldT = 96  N(t-T)dr
= B(t)-B(t-7(3)), is
-(4)
fI(3) U(t-t)dT = B(t-7(4))-B(t-7(3))
J T
- - r T(4)
|_(3) N(t-T)dz
JT
rT (4)
- - |-(3) [A(t-T)-U(t-T)]dz  (3.3.3.2)
JT
Hieruit volgt:
7(4)
F(3)
A(t-T)dz = 0
Aangezien A(t-r) 2 0  voor alle T in (O,t] is
F(3) -(4)= T (3.3.3.3)
-(3) 7(4)tenzij A(t-T) = 0 voor elke T tussen r en
De methode van de terugcumulatie van de totale nieuwe aan-
kopen is te prefereren boven de methode van de vooruitcumu-
latie  van de remplacevraag, omdat  voor de' laatstgenoemde
methode meer gegevens vereist zijn dan voor de eerstgenoem-
de.
De methode van de terugcumulatie van de totale nieuwe aan-
kopen geeft een exact resultaat indien de levensduur van
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22elk gekocht exemplaar gelijk is aan z
d.w.z.:
s(T)  =  1     voor  T   <   T
=0 VOOrT>T (3.3.3.4)
Het bestand, beschouwd als een continu variorende groot-
heid, wordt naar analogie van (3.1.4), rekening houdend met
een constante levensduurverdeling:
B(t) = fl s(T) A(t-T)dz (3.3.3.5)
Voor het geval dat (3.3.3.4) geldt, gaat (3.3.3.5) over in:
B(t) = f, A(t-T)dr (3.3.3.6)
Indien de nieuwe aankopen constant zijn kan men de aankoop-
snelheid als een constante beschouwen:
A(t) = A (3.3.3.8)
Het bestand wordt:
00
B(t) = A fo s(T)d(T)
= AT
= 50 A(t-T)dT.
De methode blijkt dus ook exact, indien de totale aankopen
constant zijn en tevens de gemiddelde levensduur, ongeacht
22. Verg.: Centraal Bureau voor de Statistiek (1955), p.
191 - 192.
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23
de levensduurverdeling, constant beschouwd mag worden
Teneinde na te gaan wat de invloed van veranderende nieuwe
aankopen op de berekende gemiddelde levensduur is, passen
we op het rechterlid van (3.3.3.5) partiile integratie toe:
t
B(t) = f  $(T)A(t-T)dz
0
= - fo s(r)d fr A(t-e)deT
rT IT=t                          , T
= -S(T)
J   r     A  (t· -0 )  d e            'T=0     +      .1       diiLl      .11
A(t-e)dedz.
d T
T
Indien t groter is dan de maximale leeftijd m, is
S(t) = 0.
Verder geldt:
s(0) = 1
en uit (3.2.3.3) volgt:
ds<T)   =   £ (T) ·dT
Wanneer we de integratievariabele 8 in de eerste term van
het rechterlid vervangen door T, resteert:
-                              -
B(t) = fl A(t-r)d·r - IQ £(T) f A(t-0)dedr (3.3.3.9)
Volgens (3.3.2.1) is
23. Verg. Centraal Bureau voor de Statistiek (1955), p.
191 - 192.
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7(3)
B(t) = SO A(t-T)dr.
Uit (3.3.3.9) blijkt dat er voor de bepaling van de invloed
van veranderende totale nieuwe aankopen op de berekende ge-
middelde levensduur, een veronderstelling ten aanzien van
de levensduurverdeling gemaakt moet worden. Wij kiezen een
symmetrische verdeling, omdat dit,zoals in paragraaf 3.3.4
zal blijken, erg reoel is. Indien m de maximale leeftijd
voorstelt, impliceert een symmetrische verdeling dat:
£(m-T) = £(T) voor  O i T i m
£(T) =0 voor Tkm (3.3.3.10)
Hieruit volgt:
7 = S m (3.3.3.11)
Rekening houdend met (3.3.3.10) en (3.3.3.11) wordt de twee-
de term van het rechterlid van (3.3.3.9) :
-                                -
ft £(T)dT Ir A(t-0)de = f, £(T)dz fr A(t-0)de
= fo £(r)dz fr A(t-e)de +
  52T  £(t)dz ST A(t-e)de.
T
Stellen we
0=m-p  en  T=m-q, dan g e l d t:p=m-0,q=m-T.
Hierdoor wordt:
27         -             -
f_  £(T)dz f  A(t-0)de = STO £(m-q)dq f  A(t-(m-p))dp.
T
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Vervangen we de integratievariabelen p en q weer door resp.
0 en T en houden we rekening met (3.3.3.10) dan wordt ver-
gelijking (3.3.3.9):
-                  -
B(t) = f, A(t-T)dz - f, £(T)dz fT IA(t-e)-A(t-(m-e))1deT
(3.3.3.12)
terwijl volgens (3.3.2.1) B(t) gelijk is aan
7(3)
B(t) =
fo A(t-T)dz.
Indien de nieuwe aankopen monotoon stijgen, kunnen we op ba-
sis van de bovenstaande vergelijking concluderen, dat
7>7(3)o m d a t dan voor e<T geldt: A(t-0)-A(t-(m-0)) > 0.
Analoog vindt men voor geleidelijk dalende aankopen: 7 < 7(3).
We kunnen nu resumeren, dat, indien de levensduur een in
de tijd constante symmetrische verdeling volgt, de methode van
de terugcumulatie van de nieuwe aankopen voor geleidelijk
stijgende nieuwe aankopen een te lage en voor geleidelijk
dalende nieuwe aankopen een te hoge schatting van de gemid-
delde levensduur geeft. Indien de gemiddelde levensduur
niet constant blijft, gelden de boven afgeleide relaties
24
slechts bij ruwe benadering
De bepaling van de levensduur volgens het quotiont bestand/
uitval is exact, indien de levensduur en de nieuwe aanko-
25pen beide constant zijn
24. Uitzondering op deze regel is het gsval, waarin de over-
-(I) a
levingsverdeling de vorm s( ) = e heeft. Zie Cen-
traal Bureau voor de Statistiek (1955), p. 192 - 194.
Echter zoals in paragraaf 3.3.4 zal blijken, is de ver-
onderstelling dat de overlevingsverdeling symmetrisch
of bijna symmetrisch is, veel realistischer dan een
exponentiole.
25. Verg. Centraal Bureau voor de Statistiek (1955), p. 195.
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In dit geval volgt uit (3.3.2.4):
2(5) = = T (t > m) (3.3.3.13)70 SCT)dr
fO EN)dr
Zijn de nieuwe aankopen niet constant dan is de methode al-
leen exact indien:
S(T) = T £(T)
- ds(T)
= - T --37- .
Scheiding van de variabelen geeft:
ds(T)=-ld,
S(T)
T
ln s(T) = - I+C
T
T
--
s(T)=e  T.e c.
Voor T=0 geldt:
s(0) = ec = 1.
Er resteert:
T
--
T
s(T) = e (3.3.3.14)
De bovenstaande exponentidle overlevingsverdeling is voor
duurzame consumptiegoederen niet realistisch. Zoals we in
paragraaf 3.2.4 gezien hebben impliceert deze, dat de kans
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op uitval onafhankelijk van de leeftijd is.
In alle overige gevallen geeft het quotiont bestand/uitval
slechts een ruwe benadering van de gemiddelde levensduur.
De betekenis van alle in deze paragraaf genoemde methodes
is erg beper*t. Zoals boven aangetoond, geven de methodes
meestal ruwe benaderingen van de gemiddelde levensduur.
Hier komt nog bij, dat men met behulp van alleen de gemid-
delde levensduur, slechts zeer ruwe schattingen van de sta-
tistische remplacevraag kan geven. Voor een verfijndere
schatting van de toekomstige remplacevraag is nadere infor-
matie omtrent de levensduurverdeling nodig.
3.3.4 Methodes ter benadering van de levensduurverdeling.
In het onderstaande geven we drie methodes ter benadering
van de levensduurverdeling, nl. twee methodes voor een con-
stante levensduurverdeling en een methode voor het geval dat
de gemiddelde levensduur monotoon stijgt en/of daalt.
Voor het geval dat de levensduurverdeling dezelfde blijft
in de tijd wordt (3.1.7):
m
Ut = TIO tr A (3.3.4.1)t-T
Met behulp van een gegeven aankoopreeks en een reeks uit-
valscijfers, die te bepalen is uit de aankoop- en bestand-
reeks, kan men door middel van de correlatierekening de
uitvalsfracties ZT' T = 0,1,..., m schatten 26.
Verder moet nog gelden:
26. Zie b.v. J.G. Stridiron, Handboek der Bedrijfseconomi-
sche Statistiek, Uitgeversmaatschappij W. de Haan N.V.,
Utrecht, 1941, p. 290 - 294.
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m
T=O tr =
1 (3.3.4.2)
Indien de levensduur in werkelijkheid niet constant blijft,
geven de geschatte uitvalsfracties slechts gemiddeldes van
de reole uitvalsfracties. In de praktijk zal men, zo men al
de beschikking heeft over de nieuwe aankopen en de uitval
van meer dan m jaar, zelden voldoende vrijheidsgraden over-
houden, om een enigszins betrouwbare schatting van de uit-
valsfracties te krijgen.
Ook indien men met gemiddelde uitvalsfracties voor periodes
van meer dan een jaar werkt, waardoor het aantal te ver-
klaren variabelen kleiner wordt, zal het aantal vrijheids-
graden in de praktijk meestal te beperkt blijven. Bovendien
verkrijgt men dan een zeer ruwe benadering van de levens-
duurverdeling. Ook moet men tamelijk willekeurig de maxi-
male leeftijd m kiezen.
Teneinde de bovengenoemde moeilijkheden te ontlopen, bepa-
len we de levensduurverdeling niet a posteriori, maar doen
we a priori een veronderstelling ten aanzien van de vorm
van de levensduurverdeling. Uit de in paragraaf 3.2.4 ge-
geven levensduurverdelingen kiezen we de gamma-verdeling
met twee parameters, omdat deze erg flexibel is en omdat een
stijgende functie Z(I) reoel lijkt ingeval van duurzame
consumptiegoederen. De gamma-verdeling luidt:
Aa   -AT a-1 (3.3.4.3)£(T) =r(a)e  T
Stellen we, dat de nieuwe aankopen in een jaar geleidelijk
verlopen, dan zijn de aankopen van een bepaald jaar aan
het eind van dat jaar gemiddeld een half jaar oud, het
jaar daarop gemiddeld anderhalf jaar oud, etc..
De uitvalsfractie van een bepaalde generatie in het jaar
van aankoop wordt dan:
219
a  rt
F a)   o e-AT Ta-1 dz.
Een jaar later wordt de uitvalsfractie:
Aa   (14
TRT J t e-AT Ta-1 dr,
etc..
De jaarlijkse uitvalscijfers kunnen worden geschat uit de
volgende vergelijkingen:
et  = At   ET f: e-AT Ta-1 dT t=1 (3.3.3.4)
r i+4
6, - At yET     "-A' Ta-ld, + 1:i: At-i YET ,1    e-"Ta-ld,
i-t
t = 2,3,... (3.3.3.5)
Substitueren we in (3.3.3.4) en (3.3.3.5) r=   e n daarna
x = T, dan krijgen we resp.:
A   r4A
O =t |  e-T Ta-1 dz , t=1 (3.3.3.6)t r(a) Jo
A    r tA (i+,4)At-1  A0= t l e-r Ta-1 dr + .I  _t-i
t   r(a) J o 1=1  r(a)   Ci-4)x e-TTa-ldz
t = 2,3,... (3.3.3.7)
Wij willen met behulp van de bovenstaande vergelijkingen
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(3.3.3.6) en (3.3.3.7) zoveel mogelijk van de uitval Ut
verklaren; d.w.z. wij willen de som van de kwadraten van de
verschillen van de werkelijke uitval Ut en de geschatte uit-
val Ut zo klein mogelijk maken. Deze eis luidt:
At   fSA              t
minimaliseer f(a,X) =  Ul - r-GT  0  e-TTO'-ld.[ + 0&2 Ue +
Ae    t  e-TTa-ldT +
r (a) Jo
0-1 A i  ,(i+5)A e-Tra-idrl 2-     i & '     1*T       j   (i- 4  )
A
(3.3.3.8)
De optimale waarden van de parameters a en X moeten worden
opgelost uit:
af(a,A) = 0 (3.3.3.9)
3 ot
af(a,X) = 0 (3.3.3.10)
3A
De vergelijkingen (3.3.3.9) en (3.3.3.10) blijken zo ge-
compliceerd dat de oplossing alleen numeriek te bepalen is.
Het is dan echter eenvoudiger om voor een aantal waarden van
a en X de kwadratensommen direct uit (3.3.3.8) te berekenen
en die waarden van a en A te nemen, waarvoor de kwadraten-
som het kleinst is. In appendix C wordt deze methode toege-
past voor de berekening van de remplacevraag naar televisie-
toestellen in West-Duitsland.
Zoals uit appendix C zal blijken, worden de beste aanpas-
singen verkregen met gamma-verdelingen met een grote a. In-
dien I een gamma-verdeling bezit,dan heeft
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(1
T- -
27-   voor a+ - een N(0,1)-verdeling
qa
X
Voor een grote waarde  van a heeft dus de levensduur bij be-
nadering een normale verdeling met verwachting   en stan-
daardafwijking · 
Dit resultaat is in overeenstemming met de in diverse lan-
den waargenomen overlevingsverdelingen van auto's. Voor een
normale overlevingsverdeling vormen de overlevingsfracties
vanaf het jaar van aankoop, uitgezet op normaal waarschijn-
lijkheidspapier een rechte.
27. Voor het bewijs wordt verwezen naar: Gerda de Klerk-Grob-
ben, De Gamma-verdeling, Rapport S250, Stichting Mathe-
matisch Centrum, Amsterdam, 1959, p. 21.
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Fig. 3.3.4.1. OVERLEVINGSVERDELINGEN VAN AUTOS IN ENKELE LANDEN
•IINEDERLAND 1955-1965, 00000STENRIJK 1961-1963; 000V.S. 1935-1952; xxx WDUITSLAND 1954-1960
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28
Ook in het algemene geval van duurzame consumptiegoederen
zijn er theoretische overwegingen, die op normale levens-
duurverdelingen wijzen. De uitval van een bepaalde genera-
tie kan van een aantal factoren afhangen, zoals:
- defecten onder invloed van exogene factoren als ongeluk-
ken, brand, temperatuursveranderingen, vochtigheidsgraad;
- de spreiding in de kwaliteit van de componenten van het
apparaat;
- de spreiding in de intensiteit van het gebruik en dien-
overeenkomstig de spreiding in de slijtage;
- de spreiding van de zorgvuldigheid in het gebruik en on-
derhoud van het exemplaar;
- de spreiding en de interesse voor nieuwe typen van het
produkt;
- de spreiding in het gewicht dat de gezinnen geven aan de
reparatieprijzen in verhouding tot de prijs van een nieuw
of gebruikt exemplaar;
- de spreiding in de individuele reacties op de kwaliteiten
en prijzen van gebruikte exemplaren in vergelijking met
28. De overlevingsverdelingen van auto's in Nederland, West-
Duitsland, Oostenrijk en de Verenigde Staten zijn resp.
ontleend aan:
G.G.J. Bos, A Logistic Approach to the Demand for Pri-
vate Cars, Universitaire Pers Rotterdam, Wolters-Noord-
hoff Groningen, 1970, p. 115;
JUrgen Siebke, Die Automobilnachfrage. Die Nachfrage
nach Personenkraftwagen in der Bundesrepublik Deutsch-
land mit einer Prognose bis zum Jahre 1970, Westdeut-
scher Verlag Koln und Opladen, 1963, p. 49;
Walter Kohlhauser, Absterbeordnung und Ersatzbedarf fUr
Personenkraftwagen in Osterreich, Monatsberichte des
Osterreichischen Instituts fur Wirtschaftsforschung, 1
(1965), p. 245;
Kenneth E. Boulding, An Application of Population Ana-
lysis to the Automobile Population of the United States,
Kyklos, 8 (1955), p. 117.
Hierbij zij opgemerkt, dat de gegeven overlevingsfrac-
ties over de verschillende vermelde jaren gemiddeld
zijn.
224
die van nieuwe.
Verder lijkt het reael te veronderstellen, dat de bezitters
hun beslissingen tot al dan niet vervangen onderling onafhan-
kelijk van elkaar nemen.
Daar de ontwikkeling van de uitval van een generatie dan af-
hangt van een groot aantal onafhankelijke gebeurtenissen,
met elk een relatief geringe invloed, lijkt het op grond van
de centrale limietstelling plausibel dat de levensduur van
een generatie bij benadering een normale verdeling bezit.
Op basis van de veronderstelling dat de levensduur normaal
verdeeld is en monotoon daalt en/of stijgt in de loop der
tijd, wordt in hoofdstuk IV een iteratieve procedure gegeven
ter benadering van de ontwikkeling van de levensduurverde-
lingen van de televisietoestellen in de Verenigde Staten van
Amerika.
3.4 SLOTCONCLUSIES.
Van alle in paragraaf 3.3 behandelde methodes zijn de nume-
rieke procedures ter bepaling van de uitval het bewerkelijkst;
desondanks zijn ze veruit te prefereren boven de andere be-
rekeningsmethodes, omdat aan de toepassing van de laatstge-
noemde methodes een aantal beperkingen opgelegd zijn, die
voor de numerieke procedures niet gelden. Voor het geval dat
de gemiddelde levensduur constant blijft, kan de enumeratieve
procedure voor de aanpassing van een gamma-verdeling aan de
levensduurverdeling, integenstelling tot de cumulatie-methode
of de bepaling van de gemiddelde levensduur volgens het quo-
tient bestand/uitval, ook toegepast worden, indien de nieuwe
aankopen niet constant zijn.
Bovendien geeft de enumeratieve procedure de levensduurverde-
ling, waardoor een gedetailleerde prognose van de uitval mo-
gelijk wordt. In vergelijking met de bepaling van de uit-
valsfracties met behulp van de correlatierekening geeft de
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enumeratieve procedure minder problemen met het aantal vrij-
heidsgraden. Ingeval de levensduur verandert in de loop der
tijd falen alle in paragraaf 3.3.2 genoemde methodes, ter-
wijl de iteratieve procedure op basis van de normale verde-
lingen een redelijke oplossing kan geven. In de praktijk
zijn de numerieke procedures in het algemeen ook belang-
rijker dan de methodes ter bepaling van de remplacevraag met
behulp van overlevingsfracties. In vele gevallen blijft
niets anders over dan de toepassing van de numerieke pro-
cedures, omdat aan de toepassing van de methodes, die geba-
seerd zijn op overlevingsfracties, te stringente voorwaarden
zijn opgelegd en/of omdat slechts in uitzonderingsgevallen
de vereiste gegevens beschikbaar zijn. Op basis van de uit-
valsfracties, verkregen uit jaarlijkse grote en zeer kostba-
re steekproeven, die op zich al moeilijkheden geven in ver-
band met herinneringsfouten, zou men de eerste methode van
paragraaf 3.2.6 kunnen toepassen. De kennis van de overle-
vingsfracties op &6n tijdstip of op twee tijdstippen is niet
voldoende voor het geven van een prognose van de remplace-
vraag ingeval de levensduur verandert. De toepassing
van de iteratieve procedure op basis van normale verdelingen
is dan goed mogelijk en is bovendien veel goedkoper.
Tot nu toe zijn bij de bepaling van de remplacevraag alle
omgevingsfactoren buiten beschouwing gebleven. De bereke-
ningen betreffen alle de normale remplacevraag. In de prak-
tijk kunnen economische factoren een rol spelen bij de schat-
ting van de remplacevraag op korte termijn. In tijden van
hoogconjunctuur is het aantal vervangingen hoger dan nor-
maal, in tijden van laagconjunctuur worden de vervangingen
uitgesteld. Bovendien kunnen er afwijkingen tussen de
werkelijke en de normale remplacevraag ontstaan door bepaal-
de gebeurtenissen op de markt, zoals b.v. inruilacties van
belangrijke aanbieders.
De afwijkingen die de werkelijke remplacevraag vertoont met
het verloop van de remplacevraag, zoals die geweest zou zijn
bij een normale ontwikkeling van de levensduurverdeling(en),
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kunnen we als volgt analyseren. Stellen we de geschatte nor-
male remplacevraag voor door Ut, dan kunnen we de invloed
van een economische variabele zoals b.v. het inkomen per ge-
zin als volgt  in de vergelijking van de remplacevraag op-
nemen:
Yt
Ut = CC
- )CY Ut
(3.4.1)
Yt-i
Als verklarende variabele is de verhouding van het inkomen
in jaar t ten opzichte van het voorafgaande jaar genomen,
omdat de invloed van geleidelijk stijgende of dalende inko-
mens, waardoor de verhouding
Yt- min of meer constant blijft, reeds in de geschatte nor-
Yt-i
male remplacevraag verdisconteerd is.
Analoog aan Yt kunnen eventueel andere verklarende variabe-
len, zoals b.v. de inruilprijs in de vergelijking van de
remplacevraag opgenomen worden.
Resumerend stellen we , dat
- de invloed van de trend in de ontwikkeling van de omge-
vingsfactoren tot uitdrukking komt in de ontwikkeling van
de gemiddelde levensduur, zowel in de gevallen dat deze
constant als monotoon dalend of stijgend is;
- met behulp van de ontwikkeling van de levensduurverdelingen
de normale remplacevraag goed geschat kan worden;
- de afwijkingen tussen de werkelijke en de normale remplace-
vraag verklaard kunnen worden door de verhoudingen, welke
de waarden van de omgevingsfactoren in een bepaald jaar
ten opzichte van het voorafgaande jaar hebben.
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Hoofdstuk IV
De vraag naar televisietoestellen in de Verenigde Staten
4.1. HET CIJFERMATERIAAL.
In dit hoofdstuk geven we een korte illustratie van de door
ons ontwikkelde modellen aan de hand van cijfermateriaal
omtrent de vraag naar televisietoestellen in de Verenigde
1Staten van Amerika . Wij passen het heterogene gegenerali-
seerde logistische model toe op de initiale vraag en het
gamma-uitvalprogramma ingeval van een constante gemiddelde
levensduur c.q. een iteratieve procedure op basis van nor-
male verdelingen voor een varidrende gemiddelde levensduur
op de remplacevraag.
Het cijfermateriaal, waarvan wij uitgaan, is vermeld in
tabel 4.1.1 1. Naast de gegevens betreffende de initiale
vraag naar eerste en additionele exemplaren en de remplace-
vraag zijn prijs- en inkomensreeksen beschikbaar. Er zijn
drie prijsvariabelen: nl. een gemiddelde prijs van de tota-
le aankopen, de initiale eerste aankopen en de initiale
additionele aankopen. Als verklarende variabele staan ver-
der tot onze beschikking de consumptieve bestedingen per
gezin in constante prijzen van 1958. Wij hebben niet de
beschikking over de gegevens omtrent het aantal exemplaren,
dat beschikbaar komt door de discontinuiteit in gebruik.
Wij mogen echter aannemen, dat deze aantallen in verhouding
tot de omvang van het bestand praktisch nihil zijn.
Het groeiproces van het bezit van eerste exemplaren is in
1. Wij hebben de vraag naar televisietoestellen in de V.S.
gekozen in overleg met de heer P.L.F. de Jong van Phi-
lips' Gloeilampenfabrieken N.V. te Eindhoven, afdeling
C.V. & P.; wij zijn hem zeer erkentelijk voor het ver-
strekken van de hier gebruikte gegevens.
228
Tabel 4.1.1 Ehkele gegevens ..r.C...aag naaz ..levistetcestellert ..d. Vereligde Staten (aantallem x 1000)
2                                           3
TIll.,ng
Aank/In Penetratiegra/d perrtratiegraad
Jaar Gezinnen Bestand 'I taal  Initiaal  l#iplaae  lite ex add. ex  1ste ex add. ex    Cons. be- Ge,niddelde Qiniddelde  G/Inici lde
Gt        Bt      At       Nt        Ut       Rl,t       R2.t   Rl,ttl-Il,t lt,t+1- 2,t
stedingen prijs ini- prijs ackii- prijs to-
per gezin  tiale aan-  tionele      tale aan-
(x $1000) kcpen aa,kopent    kcpen
(X $1000) (x $10001 IX $10001
Yt          1,t  2,1 34
P
1946 40.000        10       10       10 - 0,0        -                    -           -        0,500
- 0,500
47 41.500 145 135 135 - 0,004
- 0.004 - -         0,482 - 0,482
48 43.000 975 835 830 5    0,023
- 0,019 - -         0,407 - 0,407
49 44.450 3.597 2.625 2.620 5    0,078
- 0,055 - - 0,332 0,332
50 45.571 9.710 6.130 6.115      15 0,212 0,002 0,134 0,002 5,130 0,305 0,250 0,305
51 46.483 15.550 5.905 5.840      65 0,329 0,005 0,117 0,003 5,075 0,305 0,240 0,302
52 47.395 21.360 6.145 5.810 335 0,438 0,010 0,109 0,005 5,100 0,290 0,230 0,289
53 48.307 27.210 6.370 5.850 520 0,543 0,017 0,105 0,007 5,235 0,285 0,220 0,282
54 49.220 32.810 7.325 5.600 1.725 0,636 0,027 0,093 0,010 5,197 0,233 0,180 0,232
55 50.132 37.800 7.445 4.990 2.455 0,708 0,039 0,072 0,012 5,488 0,234 0,180 0,230
56 51.044 43.040 6.865 5.240 1.625 0,774 0,060 0,066 0,021 5,531 0,224 0,175 0,215
57 51.956 47.470 6.635 4.430 2.205 0,824 0,084 0,050 0,024 5,564 0,235 0,170 0,218
58 52.869 50.900 5.225 3.430 1.795 0,847 0,106 0,023 0,022 5,504 0,258 0,170 0,222
59 53.781 54.700 5.845 3.800 2.045 0,868 0,139 0,021 0,033 5,736 0,270 0,17C 0,227
60 54.693 57.170 6.050 2.470 3.580 0,880 0,153 0,012 0,014 5,803 0,286 0,165 0,231
61 55.605 59.960 5.910 2.790 3.120 0,896 0,166 0,016 0,013 5,827 0,273 0,160 0,232
62 56.517 62.980 6.810 3.020 3.790 0,908 0,184 0,012 0,018 6,018 0,348 0,160 0,232
63 57.429 66.060 8.070 3.080 4.990 0,916 0,207 0,008 0,023 6,178 0,404 0,155 0,232
64 58.341 69.290 9.200 3.230 5.970 0,921 0,235 0,005 0,028 6,435 0,570 0,155 0,227
65 59.253 72.750 10.820 3.460 7.360 0,927 0,264 0,006 0,029 6,742 0,555 0,161 0,242
66 60.230 77.070 11.700 4.320 7.380 0,934 0,306 0,007 0,042 6,975 0,570 0,169 0,269
67 61.300 81.880 11.300 4.810 6.490 0,943 0,353 0,009 0,047 7,049 0,545 0,175 0,286
68 62.450 86.690 12.700 4.810 7.890 0,951 0,391 0,008 0,038 7,275 0,540 0,184 0,296
69 63.620 91.480 12.750 4.790 7.960 0,952 0,430 0,001 0,039 7,355 0,525 0,167 0,300
70 64.840 96.100 12.250 4.620 7.630 0,956 0,475 0,004 0,045 7.401 0,505 0,175 0,300
2.  De  aankoin  zijn includd aankcpen ck,or instellingen.
3. 29 penetrat egraad is in de Fvulatie gezinnen 991/ten·
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de V.S. reeds in 1946 begonnen, dat van additionele exem-
plaren start goed omstreeks 1952. De verkoop van kleuren-
televisies is in 1954 aarzelend op gang gekomen; pas om-
streeks 1962 neemt het aandeel van de kleurentelevisies in
de totale aankopen snel toe, nl. van 6% in 1962 tot 45% in
1970. Door de invloed van de toenemende fractie kleurente-
levisies wordt de dalende tendens in de gemiddelde prijzen
van de initiale eerste en initiale additionele aankopen om-
streeks 1956 resp. 1964 omgebogen in een stijgende.
4.2. DE INITIALE VRAAG NAAR TELEVISIETOESTELLEN IN DE V.S..
Met behulp van de gegevens van tabel 4.1.1 passen we in de-
ze paragraaf het heterogene gegeneraliseerde logistische
model toe. De gegevens betreffende het bezit zijn gebaseerd
op steekproeven van 20.000 tot 50.000 gezinnen. Wij mogen
derhalve aannemen, dat de steekproefspreiding in de uitkom-
sten verwaarloosbaar klein is en stellen de verdelingsfunc-
tie van de wachttijd tot de eerste aankoop F(t) gelijk aan
de penetratiegraad van het bezit van eerste exemplaren
Rl(t). Daar in de praktijk gewerkt moet worden met discrete
grootheden geldt:
Ft = Rl,t (4.2.1)
Analoog aan (2.4.6.5) en (2.4.6.3) worden de te schatten
vergelijkingen resp.:
AR =R -R    = KtkRE    n -1T            Et-1,t -1,t+1 1,t 1,t  t  1,t 1,t
y                  [M-R       l e             (4.2.2)
€
AR =R -R    = KtkRZ
-1,t -2,t+1 1,t 1, t Y2 PI,t [M(1-Cy ) -Rl,tle-t
(4.2.3)
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Hierin nemen we voor t=1 het jaar 1950, d.w. z. het vierde
jaar na het jaar van introductie. Wij veronderstellen dat
alle verklarende variabelen en dus ook de 881,t Positief
zijn. Er is voor een multiplicatieve i.p.v. voor een addi-
tieve storingsterm gekozen omdat de waarden van een addi-
tieve storingsterm door de bovengenoemde veronderstelling
betreffende de positieve variabelen naar beneden begrensd
zijn, waardoor de storingsterm niet langer onafhankelijk
4
van de te verklaren variabelen is
Teneinde het schattingsprobleem te vergemakkelijken trans-
formeren we (4.2.2) resp. (4.2.3) tot:
&R
in  -1,t  =l n 2+klnt+glnR + Trln P +n ln Yt +M-R 1,t 1,t1,t
+
it (4.2.4)
AR
-1,t1n =l n K+k l n t+f l n R + ·ffln P     +
1,t 1,t
M[ 1-Cy ] -R1,t
+nln Yt + ft (4.2.5)
De parameters van de bovenstaande vergelijkingen schatten
we m.b.v. de methode der kleinste kwadraten door toepassing
van een regressieprogramma.
Daar de bovenstaande regressievergelijkingen niet lineair
zijn en vertraagde variabelen bevatten, kunnen we ten aan-
zien van de eigenschappen van de kleinste kwadratenschat-
ters stellen, dat deze asymptotisch raak en asymptotisch
zuiver zijn.
Allereerst schatten we de parameters k en 2, met en zonder
de constante ln K.Daarna onderzoeken we of de verklarende
variabelen P en/of Yt significant bijdragen tot een re-1,t
4. R. Teekens, Prediction Methods in Multiplicative Models,
Universitaire Pers Rotterdam, 1972, p. 18.
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ductie van de variantie van de storingstermen. De parame-
ters van vergelijking 4.2.4 schatten we voor vijf waarden
van M, nl.: 0,96, 0,97, 0,98, 0,99 en 1,00.
De resultaten werden beoordeeld door middel van de volgen-
de criteria:
- de standaardfouten van de regressieco&fficionten; deze
worden tussen haakjes onder de regressieco6ffici6nten
vermeld;
- de schatting van de variantie van de storingstermen
82(E);
- de multipele correlatiecoofficiont R;
- de Durbin-Watson coofficiont d.w..
De kleinste 62(&) en de grootste R werden verkregen voor
M = 0,98.
Hieronder volgen enkele resultaten:
AR
1,t
1n           - - 0,743 1n t+ 1,104 1n R (4.2.6)0,98-R 1,t1,t (0,042) (0,186)
.2
c (f) = 0,401; R = 0,981; d.w.= 2,27.
&R
1n l,t = 0,442 - 0,903 1n t+ 1,417 1n R (4.2.7)0,98-R 1,t1,t  (1,119) (0,434) (0,865)
82(f) = 0,411; R = 0,981; d.w.= 2,28.
AR
1,tln           _ _ 0,753 ln t+ 1,131 ln Rl - 0,026 1n P0,98-R 1,t1,t (O,091) (0,301) 't  (0,231)
(4.2.8)
82(£) = 0,413; R = 0,981; d.w.= 2,27.
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Opneming van de constante en/of de variabele P leidt1,t
tot onbetrouwbare regressiecooffici6nten.
De regressievergelijking (4.2.6), teruggetransformeerd tot
zijn oorspronkelijke vorm, is weergegeven in figuur 4.2.1.
Fig. 4.2.1 De toenemingen van de penetratiegraad van het
bezit van eerste televisietoestellen in de V.S.
(--- werkelijke toeneming; --- geschat volgens
(4.2.6).
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Teneinde de vergelijking (4.2.5) te schatten veronderstel-
len we dat de variabele verzadigingsgraad exponentieel
groeit vanaf resp. 0,4, 0,5,..., 0,9 tot en met 0,98. De
definitieve verzadigingsgraad stellen we op 0,98, omdat
deze waarde het beste resultaat opleverde bij de schatting
van (4.2.4). De bovenstaande veronderstelling t.a.v. de
ontwikkeling van de variabele verzadigingsgraad impliceert
de volgende waarden voor C en a:
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Ml    M          C              a
0,4 0,98 1,3711 x 10 - 17,4124
12
0,5 0,98 4,9198 x 10 - 16,9010
11
0,6 0,98 1,4144 x 10 - 16,2783
11
0,7 0,98 2,5998 x 10 - 15,4320
10
0,8  0,98  2,3379 x 10 9  - 14,2286
0,9 0,98 2,8307 x 10 - 12,0235
7
De  kleinste  82(£) werd behaald  voor  Ml  =  0,9: de geschatte
coofficionten zijn niet in overeenstemming met de theorie
nl. - 3,6 voor k en 4,5 voor i. Alle bovenstaande resulta-
ten impliceren dat de hypothese dat de fractie potentiole
kopers reeds vanaf 1950 constant is beter aansluit bij de
waarnemingen, dan de hypothese dat de fractie potentiole
kopers in de loop der tijd toeneemt.
Wat de groei in het bezit van additionele televisietoestel-
len betreft maken we de vereenvoudigende veronderstelling
dat de additionele exemplaren slechts uit tweede exempla-
ren bestaan. Voor t=1 nemen we het jaar 1952; in dit jaar
bereikt de penetratiegraad  R2  + de waarde  0,01.  Ook  in  dit...
geval stellen we, dat de wachttijd tot de tweede aankoop
gelijk is aan de penetratiegraad van het bezit van tweede
exemplaren:
F 2't = R2,t (4.2.9)
Uit de kolom R2,t+1 - R2 + van tabel 4.1.1 blijkt duidelijk,»
dat de ontwikkeling in de periode 1960 t/m 1965 is achter-
gebleven op de oorspronkelijke en nadien het normale pa-
troon weer volgt.
De oorzaak van dit achterblijven van de groei kan liggen
in de ontwikkeling in de aankoop van kleurentelevisies, die
in 1962 goed op gang komt; gedurende een paar jaar zijn
er een aantal gezinnen geweest die, door de aankoop of het
plan tot aankoop van een kleurentelevisie, heeft afgezien
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van de aanschaf van een additioneel exemplaar of de aan-
schaf hiervan heeft uitgesteld. Tot onze spijt beschikken
we niet over een kwantitatieve variabele, waarmede we de
invloed van deze afwachtende houding, die slechts enkele
jaren geduurd heeft, kunnen bepalen. In dit geval zou men
met behulp van een dummy-variabele deze invloed gemakkelijk
in de regressie-vergelijking kunnen opnemen. Daar deze va-
riabele ontbreekt veronachtzamen wij bij de schatting van
de ontwikkeling van het additionele bezit de groeifracties
in de periode 1960 t/m 1965.
Voor de prognose van de initiale vraag naar additionele ap-
paraten is dit geen bezwaar, omdat we mogen aannemen , dat
de verstorende invloed in de prognoseperiode niet meer aan-
wezig zal zijn.
De schatting van de regressiecoofficidnten doen we op de-
zelfde manier als bij de regressievergelijking voor eerste
exemplaren. In dit geval laten we de verzadigingsgraad
varioren van 0,55 t/m 0,95, opklimmend met waarden van 0,05.
De kleinste 32(&) werd behaald m.b.v. de vergelijking:
1n = - 0,381 1n t+ 0,979 1n R
A
R2,t (4.2.10)
2,t
0,7-R2,t (0,027) (0,018)
82(£) = 0,136, R = 0,99, d.w.= 2,37.
Hierna berekenden we nog de regressievergelijkingen voor
M = 0,68 en M = 0,72. Beide gaven minder goede resultaten
dan vergelijking (4.2.10).
Deze is, in teruggetransformeerde vorm, in figuur 4.2.2
opgenomen.
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Fig. 4.2.2  De toenemingen van de penetratiegraad van hetbezit van additionele televisietoestellen in de
V.S. (- werkelijke toenemingen; --- geschat
volgens 4.2.10).
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Opneming van de constante, de inkomens- of prijsvariabele
in de regressievergelijking had verkeerde tekens en/of on-
betrouwbare regressiecoofficionten tot gevolg.
Ter afsluiting van deze paragraaf concluderen we, dat de
ontwikkeling van de verklarende variabelen inkomen en prijs
zo nauw samenhangt met die van de variabelen tijd en pene-
tratiegraad van het bezit van televisies, dat het niet goed
mogelijk is de invloeden van de prijs en het inkomen afzon-
derlijk te schatten.
4.3. DE REMPLACEVRAAG NAAR TELEVISIETOESTELLEN IN DE V.S.
Uitgangspunt voor de schatting van de remplacevraag zijn
de kolommen totale aankopen At en remplace-aankopen of uit-
val Ut van tabel 4.1.1. Deze gegevens kunnen eventueel aan-
gevuld worden met de kolommen consumptieve bestedingen per
gezin Yt en de gemiddelde prijzen van de totale aankopen
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P, *. Wij veronderstellen dat de gemiddelde levensduur con-.,»
stant is en passen het in appendix C behandelde gamma-uit-
valprogramma toe op de bovengenoemde aankoop- en uitval-
reeksen. De beste resultaten zijn vermeld in tabel 4.3.1.
Hierin stellen de residuen rt de verschillen tussen werke-
lijke uitval Ut en geschatte uitval Ut voor.
r=u -U (4.3.1)t   -t   t
Uit deze reeks residuen blijkt, dat de gemiddelde levens-
duur van de televisietoestellen in de Verenigde Staten niet
constant gebleven is in de loop der tijd. Tot ongeveer
t = 11 d.w. z. tot 1956 zijn de residuen meestal positief.
Dit impliceert, dat de werkelijke gemiddelde levensduur
voor die periode korter dan 10 jaar is. De hoofdzakelijk
negatieve residuen in de jaren 1956 t/m 1963 suggereren
een langere gemiddelde levensduur dan 11 jaar. Uit de posi-
tieve residuen na 1963 blijkt, dat de gemiddelde levens-
duur nadien weer gedaald is. Derhalve laten we de veronder-
stelling dat gemiddelde levensduur constant is, vallen.
Op basis van de in paragraaf 3.3.4 gegeven overwegingen ne-
men we aan dat de levensduren van de verschillende gene-
raties bij benadering normaal verdeeld zijn. Verder stellen
we dat de standaardafwijking evenredig varieert met de ver-
wachting. Een variatiecoofficiont van   blijkt tot de beste
5resultaten te leiden . Ook uit het gamma-uitvalprogramma
in appendix C volgt dat de uitval het best geschat wordt
door een bij benadering normaal verdeelde levensduurverde-
ling met een variatiecoofficiint van ongeveer  .
5. Zie ook W.J. Oomens, De gemiddelde levensduur van droog-
scheerapparaten en de invloed ervan op de remplacemarkt,
rapport N.V. Philips' Gloeilampenfabrieken, Afd. C.V. &
P - Marktonderzoek, 1966.
Prognose Wasmachinemarkt Nederland 1970 - 1975, 1971 en
Analyse en Prognose van de Markt Koelkasten en Diep-
vriezers 1961 - 1975, 1972, beide rapporten van N.V.
Markon Marketing Konsulenten, J.J. Viottastraat 52, Am-
sterdam.
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Tabel 4.3.1. De resultaten u:it het ganma-uitvalprogranina met de kleinste hadratenscrinen (residuen x 10001.
Erj
a   A   &-1    a (1)   *loG  rl r2 5   r.1   rs    r6    rl    rB    rg    rlo   rll     rl2   rla    rl4     1 15   r16    r17   r18   r19   90   91 r22   93   94   55
2 0,2 10 7,1  20,6  0 -1 -4 -42 -152 -365 -422 -685   68  311 -1016 -909 -1746 -1846 -608 -1327 - 883 92 816 1898 1538 205 1136 700 -146
3 0,3 10    5,8  19,2  0  0  2-9-4 7 -130 -7 5 -268  509  752 - 608 -571 -1507 -1733 -607 -1410 -1026 -6 8 684 1830 1561 316 1300  904    67
4 0,4 10 5 19,0  0  0 4 0 - 12 - 34 102 - 22  794 1046 - 329 -333 -1333 -1614 -608 -1487 -1157 -227 530 1713 1506 335 1383 1032 218
5 0,5 10 4,5  19,4  0  0  5 3 2 11 199  134  993 1263 - 169 -152 -1200 -1573 -608 -1553 -1273 -370 386 1593 1433 324 1434 1128 341
6 0,6 10 4,1  20,1  0  0  5 4 8   33 257 238 1139 1431 48 -  6 -1092 -1516 -608 -1610 -1373 -496 256 1483 1361 304 1468 1207 447
7 0,7 10 3,8  20,9  0  0  5   5   11   46 291 309 1249 1566 186 115 -1003 -1416 -609 -1659 -1462 -607 141 1384 1295 282 1495 1276 541
8 0,8 10 3,5  21,7  0  0  5   5   13   53 314 360 1334 1676 303  219 - 927 -1430 -612 -1702 -1539 -705  40 1296 1236 262 1567 1336 625
      9 0,8 11,2.' 3,75 21,5  0  0  5   5   14   61  346  454 1542 2044   849  926 - 101 - 541  278 - 874 - 824 -138 451 1570 1413 401 1683 1589  1007
co    100,9 11,1  3,5  21,4  0  0  5   5   15   62 351 467 1568 2084 893  959 -  93 - 567  215 - 970 - 947 -277 310 1441 1308 329 1646 1584 1024
11 1,0 11 3,3  21,6  0  0 5 5   15   63 354 477 1590 2119 933  991 -  84 - 590  159 -1056 -1036 -399 188 1332 1222 273 1622 1588 1047
12 1,1 10,9 3,1 22,0  0  0 5 5   15   64 357 485 1608 2149 971 1022 - 74 - 609 109 -1133 -1152 -505  83 1238 1151 229 1607 1597 1073
Tabel 4.3.2. Enkele resultaten  ult  het  garnza-uitvalprograima met afwisselend positieve en negatieve residuen  in de periodes
1946 t/m 1955, 1956 t/m 1963 en 1964 t/m 1970 (residuen x 1000).
a A &1 0 (I)         rl r2 5  r#    rs    r6  9 r8 rg  rlo   rll   r12  r13   r14   r15  r16   r17  r18  r19  r20  r21 r22  r23  r24   25
9 1,3  6,9 2,3 0 0 5 4 4 3  129 -143 314   62
9 1,4  6,4 2,14 0 0 5 3 -2 -24 39 -359 - 56 -418
8 0,7 11,4 4,08 801 892 -107 -510 350 -763 -682   23
9 1,6 5,6 1,87 -109 1252 1002 -440 141 -769 -2066
8 1,3  6,15 2,17 -203 1207 1048 -269  451 -341 -1582
Met behulp van normale verdelingen met variatieco6ffici8n-
ten van   geven we in het onderstaande een benadering van
de ontwikkeling van de verwachte levensduur &ti·
Allereerst lichten we uit het uitvalprogramma enkele resul-
taten, die afwisselend positieve en negatieve residuen ge-
ven voor de periodes 1946 t/m 1955, 1956 t/m 1963 en 1964
t/m 1970, behaald met gamma-verdelingen met grote u en va-
riatiecodffi5nt van ongeveer   (zie tabel 4.3.2). De gemid-
delde levensduren, die in de genoemde periodes de beste
aanpassingen geven zijn resp. 1 6,5, 1 11,5 en 1 6 jaar. In
grafiek 4.3.1 is als eerste benadering aan de aldus gevon-
den gemiddelde levensduren met de hand een vloeiende curve
aangepast.
Aannemende dat de gemiddelde levensduur zich ontwikkelt,
zoals in grafiek 4.3.1 aangegeven, kan men naar analogie
van (3.3.3.6) en (3.3.3.7) op basis van normale verdelingen
de uitval berekenen. Deze geschatte uitval wordt vergeleken
met de werkelijke uitval. Het resultaat is weergegeven in
figuur 4.3.2 . Hieruit blijkt dat de residuen in de periode
1956 t/m 1961 positief en van 1962 t/m 1966 negatief zijn.
Dit impliceert een te lage resp. een te hoge schatting van
de verwachte levensduur voor de generaties 1950 t/m 1953
resp. 1956 t/m 1959. Rekening houdend met de bovenstaande
overwegingen komen we na wat experimenteren tot de tweede
benadering van de ontwikkeling van de verwachte levensduur
(zie figuur 4.3.1). De tweede benadering van de ontwikke-
ling van de uitval is weer in figuur 4.3.2 vermeld. Deze
laat zien dat de geschatte uitval nu behoorlijk de werke-
lijke uitval volgt, althans vanaf 1956. De kwadratensom van
de residuen is ten opzichte van die gebaseerd op een con-
stante levensduur ruim gehalveerd; nl. van 19 miljoen naar
8,6 miljoen. Vanaf 1951 zijn er zes positieve en zes nega-
tieve residuen.
Wij concluderen derhalve dat de gemiddelde levensduur van
de televisietoestellen in de Verenigde Staten in de 60-er
jaren ongeveer constant 9,5 jaar is geweest. Voor het jaar
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Fig. 4.3.1 Ontwikkeling van de verwachte levensduur van
televisietoestellen in de V.S. (--- eerste be-
nadering; ..... tweede benadering).
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Fig. 4.3.2 De uitval van televisietoestellen in de V.S.
(--- werkelijke uitval; -- -- -- eerste benade-
ring; --- tweede benadering).
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1960 is de gemiddelde levensduur langer geweest, zelfs on-
geveer 12 jaar in de jaren 1950 t/m 1955. De daling van de
gemiddelde levensduur houdt verband met de ontwikkeling
van het bezit van additionele exemplaren, die een kortere
levensduur dan de eerste exemplaren hebben.
In het onderstaande trachten we de overgebleven residuen
zoveel mogelijk te verklaren m.b.v. vergelijking (3.4.1),
waaraan de variabele
P3,t en een storingsterm is toegevoegd:
 3,t-1
/    t        )  a  (  P 3,t        \  BO eft (4.3.2)Ut = c<yt-1/ \P3,t-1/ t
We transformeren (4.3.2) tot:
Rt               Yt
P
l n      Ir-=ln      C      +      a l n      92--1       +       B l n
p T f-t
3,t (4.3.3)
t                       3,t-1
en schatten de parameters C, a en B met behulp van de metho-
de der kleinste kwadraten.
Zinvolle resultaten werden niet behaald: de toevoeging van
de verklarende variabelen in (4.3.2) had tot gevolg dat de
kwadratensom van de verschillen tussen de werkelijke en de
geschatte uitval aanzienlijk groter werd.
4.4. PROGNOSE VAN DE VRAAG NAAR TELEVISIETOESTELLEN IN DE
V.S. VAN 1971 - 1975.
In het onderstaande geven we allereerst een prognose van
de initiale eerste en additionele aankopen m.b.v. de ver-
gelijkingen (4.2.6) en (4.2.10). Gegeven de ontwikkeling
in het aantal gezinnen Gt komen we tot de in tabel 4.4.1
gegeven puntschattingen van de bovengenoemde grootheden.
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Tabel 4.4.1  Prognose van de initiale vraag naar televisietoestellen in
de V. S. (aantallen x 1000)
6
Jaar   Gt      Rl,t   Rl,t+1-Rl,t      B1,t Bl,t+1-Bl,t
(1)        (2)         (3)               (4)           (5)=(2)x(3)           (6)
1970 64840 0,9562 0,0038 62000
71 66125 0,9584 0,0022 63374 1374
72 67410 0,9605 0,0021 64747 1373
73 68675 0,9623 0,0018 66086 1339
74 69940 0,9639 0,0016 67415 1329
75 71240 0,9653 0,0014 68768 1353
Institu-
Jaar   R ,t   R    -R       B2,t+1   ,t 2,t B2't+1-B2,t  tionele     Ntinitiale
aankapen 1
(9) =
(7)       (8) (10) (11) (12)=(6)+
(2) x (7) (10)+(11)
1970 0,4750 0,0450 30799
71   0,5104 0,0354 33750 2951 265 4590
72   0,5417 0,0313 36516 2766 205 4344
73   0,5689 0,0272 39069 2553 279 4171
74   0,5921 0,0232 41411 2342 215 3886
75   0,6117 0,0196 43578 2167 223 3743
De waarden van de penetratiegraden van eerste en additio-
nele exemplaren Rl,t+1 resp. R worden stapsgewijs be-2,t+1
paald door bij de waarden van R. * resp. R2   de geschatte1, C ,./toenemingen
ARl,t resp. AR.   op te tellen. Met behulp van4.-
de penetratiegraden
Rl en R, - en de gegeven reeks van,t     Z,L
het aantal gezinnen worden de bestanden van eerste en twee-
de exemplaren Bl,t en 82 + uitgerekend. De jaarlijkse toe-'.
nemingen van de bestanden zijn gelijk aan de initiale aan-
kopen van eerste (Nl,t)
resp. tweede exemplaren(N2,t)' Door
deze werkwijze houdt men tevens rekening met de invloed van
6. Bron: N.V. Philips' Gloeilampenfabrieken, Eindhoven, afd.C.V. & P.
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het groeiend aantal gezinnen. Bij de initiale aankopen van
gezinnen moeten nog de initiale aankopen van de instellingen
opgeteld warden om de totale initiale aankopen te verkrij-
gen.
Vanwege de afhankelijkheid die bestaat tussen R en Rt+1     t
bestaan er geen standaardtechnieken voor de opstelling van
een voorspellingsinterval voor de ARt. Een indruk van de
betrouwbaarheid van de schattingen verkrijgt men door de
beschouwing van de figuren 4.2.1 en 4.2.2.
De in tabel 4.4 .1 gegeven prognose van de totale initiale
aankopen is nodig voor de prognose van de ontwikkeling van
de remplacevraag. De geschatte uitval wordt weer berekend
volgens analoge formules van (3.3.3.6) en (3.3.3.7), op
basis van normale verdelingen. De resultaten zijn vermeld
in tabel 4.4.2.
Tabel 4.4.2. Prognose van de totale vraag naar televisietoestellen in
de V. S. (aantallen x 1000)
Tcr Ini- F Tr Geschatte uitval
tale tia-le place
Jaar  aT- aan-   aan- aan- 1971 1972 1973 1974 1975
kopen kapen kopen %% % % %
52  12 6145 5810 335  1    61
53  12 6370 5850 520 2 127  1   64
54 11,5 7325 5600 1725 4 293 3  220 1 73 1 73   1    73
55  11,5 7445 4990 2455 5 372 4 298 3  223 1 74   1    74
56  11 6865 5240 1625 6   412  4 275 3 206 2  137   1    65
57  10,5 6635 4430 2205 7 464 5 332 4  265 2 133   1    6€
58 10,5 5225 3430 1795 9 470 7 366 5 261 4  209 2
105
59  10 5845 3800 2045 10 585 9 526 5 292 4  234
2 117
60  10 6050 2470 3580 11 665 10 605 9 545 5 303 4   24
2
61   9,5 5918 2790 3120 12 710 11  651  9  533  7
414 5   29€
62 9,5 6810 3020 3790 13 885 12  817 11  749  9  613
7 477
63   9,5 8070 3080 4990 11 888 13J1049 12  968 11
888 9   72€
64   9,5 9200 3230 5970 9 828 11 1012.13 1196 12 1104  11
  1012
65   9,5 10820 3460 7360 7 757  9  974 11 1190 13 1407  12  1298
66   9,5 11700 4320 7380 5 585  7  819  9 1053 11 1287  13  1521
67   9,5 11300 4810 6490 2 226 5  565  7 791 9 1017  11  1243
68     9,5  12700    4810   7890   2 1   254   2    254   5   635   7   889    9   1143
69   9,5 12750 4790  7960  1 1  128  2  255  2  255  5 638 7   893
70   9,5 12250   4620  7630
 
123 2  245 2 245 5   612
71   9,5 13300 4590   8710- 1  133 2 266 2   266
72   9,5 13549 4344 9205 1 135 2   271
73   9,5 13784 4171 9613 ---+--_L-   _          1  138
74   9,5 13952 3886 10066                |
75   9,5 14385   3743 10612            i                1
8710' IEE  T 105iT TEE
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Rekening houdend met de ontwikkeling van de verwachte le-
vensduur, zoals die in figuur 4.3.1 is weergegeven wordt
de uitval in de jaren van de prognoseperiode gevonden door
toepassing van de normale levensduurverdelingen op alle ge-
neraties, waarvan nog exemplaren tot het bestand behoren.
De oudste generatie blijkt die van 1952, waarvan de laatste
1 % in 1971 uitvalt. De verwachte levensduur van de jaren
1971 t/m 1975 houden we op 9,5 jaar. De prognose van de
remplace-aankopen en de totale aankopen vindt stapsgewijs
plaats. Het gedeelte van de generatie 1971, dat in 1973
uitvalt, kan pas berekend worden, nadat de totale aankopen
van 1971 door optelling van de initiale aankopen en de be-
rekende remplace-aankopen van 1971 bepaald zijn.
De prognose van de totale, de initiale en de remplace-aan-
kopen is links onder in de tabel vermeld.
Als maatstaf voor de nauwkeurigheid van de uitkomsten van
de uitval kunnen we nemen:
a (E   =  
waarin n het aantal waarnemingen is. Voor de gegeven bere-
kening geldt:
8(r) = 912.
Indien we over meer gegevens zouden beschikken, b.v. over
inruilprijzen en inruilacties van belangrijke aanbieders,
zowel uit het verleden als in de toekomst', zouden we wel-
licht de verschillen tussen de werkelijke en de geschatte
uitval verder kunnen terugdringen.
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Appendix A  Rekenvoorbeeld van het verband tussen F(t),
f(t) en K(t).
In dit rekenvoorbeeld wordt de populatie van potentiole ko-
pers heterogeen verondersteld ten aanzien van de introductie-
koopgeneigdheid. We nemen aan dat de populatie, welke onder
te verdelen is in vier klassen, de volgende frequentieverde-
ling heeft:
91 - 0,2
92 = 0,4 (A.1)
93 = 0,3
94 = 0,1
De koopgeneigdheidsfunctie veronderstellen we als volgt:
K   (t) =
K (0) + 0,4 F(t) (A. 2)(j)
De bovenstaande continue koopgeneigdheidsfunctie benaderen we
door de discrete functie:
K(j),t = K(j),0 + 0,4 Ft (A. 3)
De koopgeneigdheid in het tijdsinterval [ t, t+1) leggen we
hierdoor op tijdstip t. Wij nemen voor de x de volgende
(j),0
waarden aan:
K(1),O = 0,02
K(2)'0 (A. 4)
= 0,05
<(3),0 = 0,10
K(4),0 = 0,20
In onderstaande tabel A. 1 is het bovenstaande rekenvoorbeeld
geheel uitgewerkt.
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Tabel A 1. Rekenvoorbeeld van bet verband tussen Ft' ft en .t.
91 - 0,2 92  = 0,4 93 = 0.3
K (1),t
=
(1),t
'(2),t=  1 -
(2),t <(3)'t=          f
f                                          f
1- (3),t
t  0,02 +
F        <(1),t' 1- F(1),t  O,05 +   F         '(2),t| 1-  F(2),t  0,1 +      F-      K(3),t0,4 F (1),t (2),t
t                            F                                                                                                                                    0,4   Ft             (3),t   F(1) ,t j 0,4 Ft F'(2) 'ti (3),t
0 0,02 1,00 0,02 0,0 0,05 1,0 0,05 0,0 0,10 1,0 0,1
1 0,0496 0,98 0,0486 0,02 0,0796 0,95 0,0756 0,05 0,1296 0,9 0,1166
2 0,0869 0,9314 0,0809 0,0686  0,1169  0,8744 0,1022 0,1256 0,1669 0,7834  0,1307
3 0,1320 0,8505 0,1123 0,1495  0,1620  0,7722 0,1251 0,2278 0,2120 0,6527  0,1384
4 0,1833 0,7382 0,1353 0,2618  0,2133  0,6471 0,1380 0,3529 0,2633 0,5143  0,1354
5 0,2369 0,6029 0,1428 0,3971  0,2669  0,5091 0,1359 0,4909 0,3169 0,3789  0,1201
6 0,2878 0,4601 0,1324 0,5399  0,3178  0,3732 0,1186 0,6268 0,3678 0,2588  0,0952
7 0,3310 0,3277 0,1085 0,6723  0,3610  0,2546 0,0919 0,7454 0,4110 0,1636  0,0672
8 0,3637 0,2192 0,0797 0,7808  0,3937  0,1627 0,0641 0,8373 0,4437 0,0964  0,0428
9 0,3861 0,1395 0,0539 0,8605  0,4161  0,0986 0,0410 0,9014 0,4661 0,0536  0,0250
10 0,4003 0,0856 0,0343 0,9144  0,4303  0,0576 0,0248 0,9424 0,4803 0,0286  0,0137
11 0,4088 0,0513 0,0210 0,9487  0,4388  0,0328 0,0144 0,9672 0,4888 0,0149  0.0073
12 0,4137 0,0303 0,0125 0,9697  0,4437  0,0184 0,0082 0,9816 0,4937 0,0076  0,0038
13 0,4165 0,0178 0,0074 0,9822  0,4465  0,0102 0,0046 0,9898 0,4965 0,0038  0,0019
14 0,4180 0,0104 0,0043 0,9896  0,4480  0,0056 0,0025 0,9944 0,4980 0,0019  0,0009
15 0,4189 0,0061 0,0026 0,9939  0,4489  0,0031 0,0014 0,9969 0,4989 0,0010  0,0005
16 0,4194 0,0035 0,0015 0,9965  0,4494  0,0016 0,0007 0,9984 0,4994 0,0005  0,0002
17 0,4197 0,0020 0,0008 0,9980  0,4497  0,0009 0,0004 0,9991 0,4997 0,0003  0,0001
18 0,4198 0,0012 0,0005 0,9988  0,4498  0,0005 0,0002 0,9995 0,4998 0,0002  0,0001
19 0,4199 0,0007 0,0003 0,9993  0,4499  0,0003 0,0001 0,9997 0,4999 0,0001  0,0001
20 0,4199 0,0004 0,0002 0,9996  0,4499  0,0002 0,0001 0,9998     -        -       -
21 0,4200 0,0002 0,0001 0,9998  0,4500  0,0001 0,0001 0,9999
22 0,4200 0,0001 0,0001 0,9999     -       - - 1,0000
23 - -       -     1,0000                             '
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94 = 0,1
44
z(4),t= 1-
(4),t ft = j&1  Ft3&1    1-   Kt =
f
(3),t (j) 't 4&1'(i), tgj[  1-F(1),tl0,2 +  F     K(4),t 1- F(4),t gjf(j),t gj.F Ft 4
0,4 Ft (4),t F      ](4),t                                                 4
j&1  gj   I  1-F (j), tl
0     0,20 1,0 0,20 0,00 0,074 0,0 1,0 0,0740
1     0,2296 0,8 0,1837 0,2 0,0933 0,074 0,926 0,1008
2166  0,2669  0,6163 0,1645 0,3837 0,1127 0,1673 0,8327  0,1353
3473  0,3120  0,4518 0,1410 0,5482 0,1281 0,2800 0,7200 0,1779
4857  0,3633  0,3108 0,1129 0,6892 0,1342 0,4082 0,5918  0,2278
6211  0,4169  0,1979 0,0825 0,8021 0,1272 0,5423 0,4577  0,2779
7412  0,4678  0,1154 0,0540 0,8846 0,1079 0,6695 0,3305  0,3265
8364  0,5110  0,0614 0,0314 0,9386 0,0818 0,7774 0,2226  0,3673
9036  0,5437  0,0300 0,0163 0,9700 0,0561 0,8592 0,1408  0,3980
9464 0,5661 0,0137 0,0078 0,9863 0,0355 0,9152 0,0848  0,4181
9714  0,5803  0,0059 0,0034 0,9941 0,0212 0,9507 0,0493  0,4304
.9851  0,5888  0,0025 0,0015 0,9975 0,0123 0,9719 0,0281 0,4371
.9924  0,5937  0,0010 0,0006 0,9990 0,0070 0,9842 0,0158  0,4404
.9962  0,5965  0,0004 0,0002 0,9996 0,0039 0,9912 0,0088  0,4415
9981  0,5980  0,0002 0,0001 0,9998 0,0021 0,9951 0,0049 0,4417
,9990 0,5989 0,0001 0,0001 0,9999 0,0013 0,9972 0,0028  0,4417
,9995 -
-       - 1,0000 0,9985 0,0015  0,4398
,9997 0,9992 0,0008  0,4403
,9998 0,9995 0,0005  0,4414
'9999 0,9997 0,0003  0,4416
,0000 0,9998 0,0002  0,4349
0,9999 0,0001  0,4350
1,0000 0,0001  0,4200
1,0000
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Appendix B  Berekening van het verband tussen de variabele
verzadigingsgraad en het gemiddelde besteedbare
gezinsinkomen.
In het onderstaande geven we een berekening van het verband
tussen de variabele verzadigingsgraad en het gemiddelde be-
steedbare gezinsinkomen op basis van de resultaten van een
onderzoek van het C.B.S. naar de procentuole verdeling van
1de besteedbare inkomens in 1962 . Wij nemen aan dat de ge-
zinsinkomens log-normaal verdeeld zijn 2. Dit betekent dat
de verdeling van het gezinsinkomen, uitgezet op log-normaal
waarschijnlijkheidspapier, bij benadering een rechte is (zie
figuur B. 1).
De verwachting van een log-normale verdeling is e U+402
De waarden van p en a zijn in de figuur af te lezen op het
50% punt resp. het verschil tussen b.v. het 16% en het 50%
punt. Voor de inkomensverdeling van de gezinnen in 1962 geldt
volgens de figuur B. 1: u = 8,9 en a = 8,9 - 8,36 = 0,54. Het
gemiddelde besteedbare gezinsinkomen volgens de aangepaste
8,9+40,54
2
log-normale verdeling is dan e = f 8484. (Het wer-
kelijke gemiddelde besteedbare gezinsinkomen bedroeg in 1962
f 8535.)
Wij veronderstellen dat de relatieve toeneming van het gemid-
delde gezinsinkomen even groot is als die van het gemiddelde
inkomen van de inkomenstrekkers, nl. 7,36% per jaar. De ont-
wikkeling van het gemiddelde besteedbare gezinsinkomen voor
een aantal jaren wordt gegeven in tabel B. 1.
1. Centraal Bureau voor de Statistiek, Inkomensverdeling van
Gezinnen 1962; 1967.
2. Vergelijk J. Hemelrijk en J. Kriens, Leergang Besliskunde,
deel 3, Statistiek, Mathematisch Centrum, Amsterdam, 1965,
p. 11 - 13, waarin aangetoond is dat de brutogezinsinko-
mens van 1957 bij benadering log-normaal verdeeld zijn.
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Fig. B.1. VERDELI NGEN  VAN DE BESTEEDBARE GEZINSINKOMENS (0001962)
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Tabel B. 1  Ontwikkeling van het gemiddelde besteedbare gezins-
inkomen.
Jaar 1952 1954 1956 1958 1960 1962 1964 1966 1968
y(t) 4170 4807 5540 6386 7360 8484 9780 11.270 12.990
Vaak wordt gesteld dat de standaardafwijking van het log-nor-
maal verdeelde gezinsinkomen vrijwel constant blijft in de
loop der tijd 3. Op grond van deze veronderstelling van de
constante a en de in tabel B. 1 gegeven ontwikkeling van het
gemiddelde besteedbare gezinsinkomen zijn de w's voor de ver-
schillende jaren berekend en de verdelingen van de gezinsin-
komens uitgezet in figuur B.1.
De inkomensverdelingen zijn hieruit afgelezen en gepresenteerd
in tabel B.2.
Verder is in tabel B.2 vermeld de ontwikkeling van de varia-
bele verzadigingsgraad als functie van het gemiddelde besteed-
bare gezinsinkomen, berekend volgens de in figuur 2.4.4.6.3
aangegeven twee alternatieven voor het verband tussen de ver-
zadigingsgraad en het inkomen. De ontwikkeling van de varia-
bele verzadigingsgraad is weergegeven in figuur B.2.
3.  M.  Kalecki,  On the Gibrat Distribution, Econometrica,  13
(1945), p. 161 - 170.
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Tabel B.2  Berekening van het verband tussen M(t) en y(t)
Inkcmens Verzadigingsgraad Procentuele inkcmensverdeling
klasse x
1000 Alternatief 1 Alternatief 2 1952 1954 1956 1958 1960 1962 1964 1966 1968
0- 1 0,00 0,00 0,7 0,3 0,1    0,1     -      -      -      -      -
1- 2 0,05 0,02 12,3 7,7 4,4 2,4 1,4 0,7 0,3 0,1     -
2- 3 0,15 0,05       23     18 13,5 6,5 6,2 4 2,1    1      0,5
3- 4 0,45 0,10 21,5 20,4   13     14,5   11 8,3 5,6 3,1 1,7
4- 5 0,65 0,20 15,5 16,8   22     16     13,4   11      8 5,8 3,8
5- 6 0,80 0,30       10     12,3   13     13,5   13     11     10      8      5
6- 7 0,90 0,45 6,5 8,0   10,5   11 11,8 11,5   10      8      7
7- 8 O,95 0,58 4,3 5,9 7,5 9 10,2 10,5   10     10      8
8- 9 1,00 0,70 3,2 3,6 5 6,8 8 89 98
9 - 10 1,00 0,80 0,5 3 3,3 4,7 6 88 98
10 -  15 1,00 0,97 0,2 3,3 6,3    9,7   14     18     23     26     30
15 1,00 1,00 0,3 0,7 1,4 2,8    5      9     14     20     28
M(t) volgens alternatief 1 45,95  56,43  65,37  71,27  78,37  83,65  88,55  92,42  95,21
M(t) volgens alternatief 2 18,2 26,0 33,1 39,8 48,2 56,3 64,6 72,0 79,3
Y(t) 4170 4807 5540 6386 7360 8484 9789 11.270 12.990
Fig. B.2  Het verband tussen de verzadigingsgraad M(t) en het
gemiddelde besteedbare gezinsinkomen y(t).
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Ondanks de ruwe benadering van de ontwikkeling van de inko-
mensverdeling, waarop de berekeningen gebaseerd zijn, kunnen
we concluderen, dat het verband tussen de variabele verzadi-
gingsgraad en het gemiddelde besteedbare gezinsinkomen expo-
nentioel en niet logistisch is.
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Appendix C Het gamma-uitvalprogramma, toegepast op de
remplacevraag naar televisietoestellen in West-
Duitsland.
De gegevens, nodig voor de schatting van de remplacevraag,
zijn de aankoop- en de uitvalreeks.
Voor televisietoestellen in West-Duitsland luiden deze als
volgt 1:
Tabel C. 1. Aankoop- en uitvalreeks van televisietoestellen
in West-Duitsland (aantallen x 1000).
Jaar t Totale aankopen Uitval
At            Ut
1952   1          4           -
53 2 30          -
54 3 126           -
55 4 280           -
56 5 450          -
57 6 690          -
58 7 1090 10
59 8 1535 15
60 9 1550 65
61  10 1385 70
62 11 1505 95
63  12 1575 155
64  13 1850 345
65  14 1925 515
66  15 1845 605
67  16 1740 730
68  17 2140 1025
69 18 2280 1065
70 19 2610 1210
71 20 2800 1260
72 21 3200 1640
Wij veronderstellen voorlopig, dat de gemiddelde levensduur
van de televisietoestellen in West-Duitland constant is ge-
2bleven
1. Wij danken de Heer P.L.F. de Jong van Philips' Gloeilam-
penfabrieken N.V. te Eindhoven afdeling C.V. & P. voor
het verstrekken van de gegevens.
2. Zoals later in deze appendix zal blijken kan men met be-
hulp van het gamma-uitvalprogramma toetsen of deze veron-
derstelling terecht is.
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Verder nemen we aan dat de levensduur een gamma-verdeling
met twee parameters bezit. De uitval kan dan geschat worden
met behulp van vergelijking (3.3.3.8). Door middel van de
computer kan men optimale waarden van de parameters a en X
bepalen. Daartoe laten we a de natuurlijke getallen 1 t/m 30
doorlopen en X de waarden 0,5 t/m 4,0, opklimmend met 0,1.
Zodoende berekenen we 1080 levensduurverdelingen.
Hieruit selecteren we die levensduurverdeling(en), waarvoor
de som van de kwadraten van de afwijkingen tussen de werke-
lijke uitval en de geschatte uitval:
I r 2 = I(Ut-Ut)2
het kleinst is.
In het computerprogramma is gebruik gemaakt van de volgende
samenhangen (zie tabel C.2):
GAMMA (a) = 561 e-TTot-ld.r
1=1: GAMMA (1) =1-e -lix
a=2: GAMMA (2) = -e .4X + GAMMA (1)-5X
a=3:  GAMMA (3) = -e-tx(41)2 +2 GAMMA (2)
a=4: GAMMA    (4)    =   -e (t x) + 3 GAMMA (3)-61    3
a=J:  GAMMA (J) = -e-tx(tx)J-1+(J-1) GAMMA (J-1)
(J = 2, 3,..., 30)
GAMMA (a, K) = f(K+4)1 e-TIa-ldr (K = 1, 2,..., 21)(K-4)1
a=l: GAMMA (1, K) = e-(K-5)1-e-(K+4)A (K = 1, 2,..., 21)
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a t=2: GAMMA (2, K) = e (K-4)X-e (K+5) 1 +-(K-t)
1 (K+4)X
+ GAMMA (1, K) (K = 1, 2,..., 21)
a=3: GAMMA (3, K) = e-(K-4)1(K-4)212 - e-(K+4)1(K+4)2 X2 +
+ 2 GAMMA (2, K)  (K = 1, 2,..., 21)
, =4:  GAMMA ( 4, K) = e- (K- 4 ) 1 (K-& ) 313 - e- (K+ 4) 1 (K+4 ) 3 X 3 +
+ 3 GAMMA (3, K) (K = 1, 2,..., 21)
a=J: GAMMA (J, K) = e-(K-t)X(K-%)J-lAJ-1 _
- e-(K+4)1(K+4)J-lxJ-1  
+ (J-1) GAMMA (J-1, K) (J = 2,3,...,30)
(K = 1,2,...,21)
De beste resultaten van dit programma voor de schatting van
de uitval van televisietoestellen in West-Duitsland zijn in
Tabel C.3 vermeld. De absolute waarden van de residuen nemen
gemiddeld toe, omdat de totale aankopen in de loop der tijd
stijgen.
De kleinste kwadratensommen worden bereikt voor een verwach-
te levensduur van 10 jaar met standaardafwijkingen tussen de
3 en de 3,3 jaar. Uit de reeks residuen rt' die afwisselend
positief en negatief is, kan men concluderen, dat de gemid-
delde levensduur van de televisietoestellen in West-Duits-
land, inderdaad zoals verondersteld, bij benadering constant
is gebleven in de loop der tijd.
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Tabel  C. 2  Het  garina-uitvalprogranita.
MASTFe ROOO
DIMENSION FAC(30),A(21),u(21),GAMMA(30),GAM(30,24) .UITV,21)
DIMINS IMW IJIT (21)
N=21
MM:30
NN=N-1
M=MM-1
READ (1,100) (ACI),111,N)
READ (1,100) (UCT),1.1,4)
WRITE (2.200)
DO TO I=1,4
K,1951+1
30 WRITE (2,21)1) K,Acl),0(I)
FAC(1),fAC(2)=1.0
DO 1 K=/,M
1 FACCK+1)•FACCK)•K
ABOA=0.4
10 ABDA=ABOA+0.1
HA=i).5*ARDA
HAB=-HA
C=-EXPAHAB)
GAMMA(1).1.0+C
RP=EXP(-ASDA)
GAM<1,1),RP.C-C
no 2 J=2,NN
2 GAM/1,J),RP•GAM(l,J-1)
S=1.0
DO 3 Jil,M
S=S•HA
GAMMA(J+1),C•S•J*GAMMA(J)
EP=-C
8=EP•S
HB=HA
DO 3 K.1,NN
F=B
EP=EP•Rp
HB=HB+ARDA
CC=HB..J
B=ED•Cr
3 GAM<J+1,K)•J•GAM<J,K)+F-8
DO 4 Jzl,MM
SK-0.0
DO 5 1.1,N
UITV(1)•ACI)•GAMMA(J)
IF (l.EQ.1) GOTO 6
L.1
DO 7 <51,1-1
l=L-1
7 UITV(I),UITV(I)+ACL)•GAM(J,K)
6 UITV(1).UITV(I)/FACCJ)
Utr(I)=U(I)-UITV(1)
5 SKISK+UIT(i)*UIT<1)
UM-J/ABOA
SIG.SQRT<UM/ABDA)
WRITE (2.203) J,ABDA,SK,UM,SIG
WRITE (2,204)
4 Wetri (2,205) (UIT(1),1=l,N)
IF (ABOA.LT, 4.01 6070 10
200 FOWMAT (23H DE INVOER-GEGEVENS ZYN//,284 JAAR AANKOPFN UITVALL
l EN//)
201 FORMAT (18,2F9.0/)
203 FORMAT (8H ALPHA =,14,9H LAMADA •,$5.2,15H NETTO KW.SAM =,E24.12,
16H GEM.•,F10.5,9H ST,AFW.•,F10.5//)
204 FORMAT (7804 HET VERSCHIL TUSSEN UITVALLF.4 EN GFSCHATTI- litIVAI.LEN 1
15 VOOP DE DIVERSE JAREN//)
205 FORMAT (13F9.0,/,8%9.0///)
100 FORMAT (14ES.0,/,7Ff,O)
STOP
END
FINISH
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Tabel C.3. Enkele resultaten van het gamma-uitvalprogramma televisietoestel
len West-Duitsland (aantallen x 1000).
a   A   &1 a (I) Ert   rl r2 r3 r4 r5 r6 r7 r8  rg rlorll  r12 r13 r14  r15  rl6 r17 rl8 rl9  r20 r21
6 0,6 10 4,08 115.220  0  0 0 0 -1 -5 -3 -16 2 -45 -99 -144 -81 -52 -108 -129 24  -71 -52 -119 151
7 0,7 10 3,78  93.114  0  0  0  0-1-3  0-9 1 4 -28 -75 -116 -53 -29 -9 2 -1
20 26  -74 -59 -128 142
8 0,8 10 3,53  80.917  0  0  0  0  0-2  3-4 2 2 -15 -56 -9 4 -30 -9-7 9 -115 26
  -78 -66 -137 134
5    9 0,910 3,33  74.900  0  0  0  0  0-1  5   0 2 9-4 -42
 -7 5 -11   8-6 8 -110 25  -83 -73 -145 126
10 1,0 10 3,16  72.879  0  0  0  0  0-1  6 2 3 4 4 -30 - 59 6  23 - 58 -106
24 -88 -80 -152 119
11 1,1 10 3,02  73.512  0  0  0  0  0-1  7   5 3 8  11 -20 -4 6  21  36 -4 9 -10
4 22  -93 -86 -159 113
12 1,2 10 2,88  75.931  0  0  0  0  0-1  7   6 4 1  16 -11 -3 5  34  48 -4 1 -101 19  -98 -92 -1
65 107
13 1,3 10 2,77  79.562  0  0  0  0  0  0  8   8 4 4  21 -4-2 5  46  59 -3 4-9 9 1 6 -103 -98 -17
0 103
Summary
The demand for consumer durables
In this study we give an analysis of the development of the
demand for new consumer durable goods. By durable consumer
goods we mean consumergoods which are durable as well as
expensive and which are bought for private use mainly. The
demand for a consumer durable is divided into the initial
and the replacement demand. Both concepts can be expressed
in terms of individual purchase behaviour or in terms of
numbers of sets of the consumer durable. Our startingpoint
is the individual initial demand, because we want to go
back to the individual purchase behaviour. We continue with
the statistical replacement demand, that is the number of
sets which serve as the replacement of the number of
scrapped sets because the scrappage is a function of the
average lifetime. In order to determine the total demand we
have to take into account the sets coming available from
the discontinuation of use and users.
In chapter II we first deal with some characteristics of
models of purchase behaviour. The purchase behaviour is
mainly dependent on three factors viz.:
- the introduction purchase propensity that is the extent
to which the introduced product fits into the latent needs
of the individual consumers, expressed as a probability
of purchase,
- the socio-psychological pressure or the familiarity with
the product, that is the influence of the preceding
purchases by other consumers,
- the environment, for instance socio-economic, demographic
and educational factors.
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In terms of the introduction purchase propensity and the
socio-psychological pressure we evaluate a number of k
nown
models, such as the exponential, logistic, Gompertz, We
ibull
and the linear learning model. Aggregating the individua
l
purchase propensity functions we have given special att
ention
to the heterogeneity of the introduction purchase propensity.
We develop the heterogeneous generalised logistic mode
l.
This is a logistic model in which a heterogeneous intro
duc-
tion purchase propensity is included and in which the
influence of the socio-psychological pressure is gener
ali-
sed. Finally we consider in this chapter some models in
which environmental variables are included. The environmen
-
tal variables influence the purchase propensity on the one
hand and the saturation degree on the other or both. In
the heterogeneous generalised logistic model we insert
environmental variables into the purchase propensity functio
n
and the function for the variable saturation degree.
In chapter III we analyse the statistical replacement
demand, which is equal to the scrappage. First we deal wit
h
methods based on the availability of survivor fractions. We
consider the scrappage as a stochastic process (renewa
l
theory), then the average lifetime as a stochastic vari
able
and finally the average lifetime as a deterministic quantity.
Moreover we deal with methods based on only time series of
stocks and the total purchases with which we only can 
give
approximations of the average lifetime or the lifetime
-
distribution. We develop an enumerative procedure based o
n
gamma-distributions in case the average lifetime is cons
tant
in time and an iterative procedure based on normal distri
-
butions in case the average lifetime is monotonically
decreasing and/or increasing in time.
In chapter IV we give an illustration of the developed
models for the initial and the replacement demand base
d on
information about the demand for televisionsets in the
United States.
259
Geraadpleegde literatuur
F.J. Anscombe, Estimating a Mixed-Exponential Response Law,Journal of the American Statistical Association, 56  (1961) .
N. Bailey, The Mathematical Theory of Epidemics, Griffin,
London, 1957.
A.D. Bain, The Growth of Television Ownership in the UnitedKingdom, International Economic Review, 1 (1962).
A.D. Bain, The Growth of Television Ownership in the United
Kingdom, a log normal model, University of Cambridge, De-partment of Applied Economics, Monograph  Nr. 12, Cambridge,
1964, p. 16.
Richard E. Barlow, Albert W. Marshall, Frank Proschan, Pro-
perties of Probability Distributions with Monotone HazardRates, Annals of Mathematical Statistics, it  (1963) .
Richard E. Barlow, Frank Proschan, Mathematical Theory ofReliability, John Wiley & Sons, Inc., New York, London,
Sidney, 1965.
H. Bartels, Systematisches Guterverzeichnis fUr den PrivatenVerbrauch, Wirtschaft und Statistik, Textbd. 1962.
Frank M. Bass, A New Product Growth Model for Consumer Du-rables, Management Science,   1.5 (1969) .
J. Berkson, Application of the Logistic Function to Bio-
Assay, Journal of the American Statistical Association, 39
(1944).
Holger Bonus, Die Ausbreitung des Fernsehens, Verlag AntonHain, Meisenheim am Glan, 1968.
G.G.J. Bos, A Logistic Approach to the Demand for Private
Cars, Universitaire Pers Rotterdam, Wolters-Noordhoff Gro-
ningen, 1970.
Kenneth E. Boulding, An Application of Population Analysisto the Automobile Population of the United States, Kyklos,8 (1955).
R.R. Bush en F. Mosteller, Stochastic Models for Learning,
John Wiley & Sons, Inc., New York, 1955.
Centraal Bureau voor de Statistiek, Balanswaarde van en Af-
schrijvingen cp Woningen, Statistische en Econometrische
Onderzoekingen, 2 (1954).
260
Centraal Bureau voor de Statistiek, Gemiddelde Levensduur
van enkele Duurzame Produkten, Statistische en Econometri-
sche Onderzoekingen, 10 (1955).
Centraal Bureau voor de Statistiek, Inkomensverdeling van
Gezinnen 1962; 1967.
G.C. Chow, Demand for Automobiles in the United States, A
Study in Consumer Durables, Amsterdam, 1957.
D.R. Cox, Renewal Theory, Methuen & Co Ltd., London, John
Wiley & Sons, Inc., New York, 1962.
D.R. Cox & P.W.A. Lewis, The Statistical Analysis of Series
of Events, Methuen & Co Ltd., London, John Wiley & Sons,Inc.,
New York, 1966.
J.S. Cramer, A Statistical Model of the Ownership of Major-
Consumer Durables with an Application to some Findings of
the 1953 Oxford Savings Survey, Cambridge, 1961.
J.S. Cramer, Levensduur en Sloop van Personenauto's in Ne-derland 1950-1964, Statistica Neerlandica, 20  (1966) .
J.S. Cramer, The Depreciation and Probability of Motorcars,
Journal of the Royal Statistical Society, Series A, 121
(1968).
Harold T. Davis, The Analysis of Economic Time Series, The
Principia Press of Trinity University, San Antonio, Texas,
1963.
Thomas F. Dernburg, Consumer Response to Innovation: Televi-
sion. In: Studies in Household Economic Behavior, Yale Studies
in Economics 9, New Haven, 1958.
William Feller, An Introduction to Probability Theory and
its Applications, Vol I, John Wiley & Sons, Inc., New York,
London, 1957.
William Feller, An Introduction to Probability Theory and
its Applications, Vol II, John Wiley & Sons, Inc., New York,
London, 1966.
G. H. Haines Jr., A Study of Innovation of Non-Durable Goods,
Ph.D. Thesis at the Graduate School of Industrial Administra-
tion, Carnegy Institute of Technology, Pittsburgh, Pennsyl-
vania, 1963.
G.H. Haines Jr., A Theory of Market Behavior After Innovation,
Management Science,  10 (1964).
A.C. Harberger (ed.), The Demand for Durable Goods, Univer-
sity of Chicago Press, Chicago, 1960.
J. Hemelrijk en J. Kriens, Leergang Besliskunde, deel 3,
Statistiek, Stichting Mathematisch Centrum,Amsterdam, 1965.
Ernest R. Hilgard, Introduction to Psychology, 2nd ed.,
Harcourt, Brace & World, New York, 1957.
261
Norris 0. Johnson, A Trend Line for Growth Series, Journal
of the American Statistical Association, 10 (1935).
Norris 0. Johnson, A Trend Line for Growth Series, Further
Remarks, Journal of the American Statistical Association, 31
(1936).
P.L.F. de Jong, Market Forecast Models for Consumer Durables,
Esomar, 1971.
M. Kalecki, On the Gibrat Distribution, Econometrica, 11
(1945).
Gerda de Klerk-Grobben, De Gamma-verdeling, Rapport S 250,
Stichting Mathematisch Centrum, Amsterdam, 1959.
Walter Kohlhauser, Absterbeordnung und Ersatzbedarf fJr Per-
sonenkraftwagen in Osterreich, Monatsberichte des Oster-
reichischen Instituts fUr Wirtschaftsforschung, 1 (1965).
Philip Kotler, Competitive Strategies for New Product Marke-
ting over the Life Cycle, Management Science, 12  (1965) .
A.A. Kuehn, An Analysis of the Dynamics of Consumer Behavior
and its Implications for Marketing Management, unpublished
Ph.D. dissertation, Graduate School of Industrial Administra-
tion, Carnegie Institute of Technology, 1958.
A.A. Kuehn, Consumer Brand Choice - A Learning Process?,
Journal of Advertising Research 2 (1962).
Simon Kuznets, Secular Movements in Productions and Prices,
Boston, New York, 1930.
William F. Massy, Innovation and Market Penetration, A Study
in the Analysis of New Product Demand, Massachusetts Institute
of Technology, Cambridge, Mass., 1960.
William F. Massy, David B. Montgomery, Donald G. Morrison,
Stochastic Models of Buying Behavior, The M. I.T. Press, Cam-
bridge, Massachusetts and London, England, 1970.
J. Muilwijk, A Class of Growth Models, Het P.T.T.-bedrijf
Deel VIII 4 (1958).
Nederlands Economisch Institutt, De Toekomstige Ontwikkeling
van het Autoverkeer in Nederland, Rotterdam, 1954.
M. Nerlove, The Market Demand for Durable Goods, A Comment
Econometrica, 2.8 (1960).
W.J. Oomens, De Gemiddelde Levensduur van Droogscheerappa-
raten en de Invloed ervan op de Remplacemarkt, rapport
Philips' Gloeilampenfabrieken N.V., Afd. C.V. & P.-Markton-
derzoek, 1966.
Emanuel Parzen, Stochastic Processes, Holden-Day Inc., San
Francisco, London, Amsterdam, 1964.
Raymond Pearl en Lowell J. Reed, On the Growth Rate of the
Population of the United States since 1790 and its Mathema-
tical Representation, Proceedings of the National Academy of
Sciences, f (1920).
262
Jean L. Pennock and Carol M. Jaeger, Estimating the Service
Life of Household Goods by Actuarial Methods, Journal of
the American Statistical Association, 52 (1957).
B.M.S. van Praag, Individual Welfare Functions and Consumer
Behavior, A Theory of Rational Irrationality, N.V. Noord-
Hollandsche Uitgevers Maatschappij, Amsterdam, 1968.
S.J. Prais en H.S. Houthakker, The Analysis of Family Bud-
gets, University of Cambridge, Department of Applied Econo-
mics, Monograph Nr. 4, Cambridge, 1955.
F. Graham Pyatt, Priority Patterns and the Demand for House-
hold Durable Goods, University of Cambridge, Department of
Applied Economics, Monograph nr. 11, Cambridge, 1964.
D.E. Robinson, The Economics of Fashion Demand, Quarterly
Journal of Economics, 7-5 (1961).
C.F. Roos en Victor von Szeliski, Factors Governing Changes
in the Domestic Automobile Demand. In The Dynamics of Auto-
mobile Demand, General Motors Corporation, New York, 1939.
JUrgen Siebke, Die Automobilnachfrage. Die Nachfrage nach
Personenkraftwagen in der Bundesrepublik Deutschland mit
einer Prognose bis zum Jahre 1970, Westdeutscher Verlag
K6ln und Opladen, 1963.
Richard Stone en D.A. Rowe, The Market Demand for Durable
Goods, Econometrica, 25 (1957).
Richard Stone en D.A. Rowe, The Durability of Consumer
Durable Goods, Econometrica, 28  (1960) .
J.G. Stridiron, Handboek der Bedrijfseconomische Statistiek,
Uitgeversmij. W. de Haan N.V. Utrecht, 1941.
R. Teekens, Prediction Methods in Multiplicative models,
Universitaire Pers Rotterdam, 1972.
G. Tintner, Complementarity and Shifts in Demand, Metroeco-
nomica, 4 (1952).
P.   de  Wolff, De Vraag naar Personenauto' s  in de Verenigde
Staten, De Nederlandse Conjunctuur, 1936.
P. de Wolff, The Demand for Passenger Cars in the United
States, Econometrica, f (1938).
263
-
Register
aankoopsnelheid 209
aanpassingssnelheid 134
additionele aankopen 11
additieve st6ringsterm 231
afgeknotte normale verdeling 189
age specific failure rate 188
asymptotisch raak 231
asymptotisch zuiver 231
bedrijfszekerheidstheorie  77
bestand  2
Bernoulli  46
binomiale verdeling 190
centrale limietstelling 225
Chapman-Kolmogorov vergelijking 192
consumptiegoederen  1
correlatierekening 218
demonstratie-effect 114
discontinuIteit in gebruik  11, 171
in gezinnen 11, 170
doorsnee-analyse 137
dummy-variabele 150, 230
Durbin-Watson coofficiont 232
endogene groei  16
exogene groei 16
exponentieel model 33
exponenti6le verdeling  189
evenwichtskoopgeneigdheid  90
failure 182
failure rate 188
failure time 182
force of mortality 188
gamma-exponentieel model  36
gamma-lineair leermodel 94
gamma-uitvalprogramma 237, 257
gamma verdeling 37, 189
gamma-Weibull model  81
gebruiksgoederen  1
gegeneraliseerde log-inverse model 69
gemiddelde levensduur 180
generatie 177
geometrische verdeling 190
goederen  1
Gompertz-model 56
hazard rate _188
264
herinneringsfout 207
heterogeen gegeneraliseerd logistisch model  108, 172
heterogeniteit  18
homogeen Weibull-model  77
immateriole goederen  1
individuele initiale vraag  10
individuele aankoopkans 23
individuele remplacevraag  10
initiale aankoopfunctie 26
initiale aankoopsnelheid 209
inkomensverdelingen 159
introductiekoopgeneigdheid  18
investeringsgoederen  1
Johnson-model  64
kleinste kwadraten methode 231
koopgedragsmodel  17
koopgeneigdheidsfunctie 24
leeftijdsklasse 178
leeftijdsverdeling bestand 179
leercomponenten  54
leerproces 21
levensduur 177
levensduurverdeling 187
leren  88
lineaire leermodel  87
log inverse model 66
logistisch model 44
logit-vergelijking 137
log-normale verdeling 190
Markovmodel 21
markt  5
methode terugcumulatie totale aankopen 209
methode vooruitcumulatie remplace-aankopen 210
middelwaardestelling 204
modified logistic 139
multipele correlatiecodfficiont  232
multiplicatieve storingsterm 231
negatief binomiale verdeling 190
nieuwheid  4
nutsfunctie 20
omgevingsfactoren 16
operator 89
overlevingsfractie 178
overlevingsfracties van jaar tot jaar 195
overlevingsfunctie 187
penetratiegraad 27
Poisson verdeling 190
Polyaverdelingsfuncties 77
polynoom 136 265
positief scheef 52
preferentieschaal 15
quotiont bestand/uitval  210, 211
semi-logistisch model  48
shift-parameter 20
sociaal-psychologische druk 22
standaardfout 232
statistische initiale vraag 10
statistische remplacevraag  10
supernumerary income 146
superpositie (van vervangingsprocessen) 184
tijdreeksanalyse 138
tweedehands markt  8
uitval 177
uitvalsnelheid 209
variatie coofficiont 237
verbruiksgoederen  1
vervangingsproces 183
vervangingstheorie 182
verzadigingsgraad  31
verzadigingsniveau 134
vraagelasticiteit 139, 140
wachttijd 23
weerstandsvermogen  57
Weibull-model 189
wet van het afnemend grensnut 144
266
STELLINGEN
1) In een model ter verklaring van het bezit van een duur-
zaam consumptiegoed dient men rekening te houden met de
heterogeniteit van de populatie. Het is mogelijk de in-
vloeden van deze heterogeniteit in het logistische model
op te nemen.
2)  Door het opnemen van de invloeden van de heterogeniteit .
van de populatie in de logistische groeifunctie is deze
niet langer symmetrisch. Hierdoor behoeft men ter ver-
klaring van de in de praktijk veelal asymmetrische ont-
wikkeling van het bezit van duurzame consumptiegoederen
niet langer terug te vallen op de theoretisch niet-ge-
fundeerde Gompertz-groeicurve.
3) Doordat in lineaire leermodellen het aantal contacten in
het leerproces, onafhankelijk van het bekender worden
van het produkt, op 66n per tijdseenheid wordt gesteld,
zijn deze ter verklaring van het bezit van duurzame con-
sumptiegoederen niet adequaat.
4) De veronderstelling van Bonus, dat het variabele verza-
digingsniveau ten gevolge van een met een constant per-
centage stijgend besteedbaar inkomen een logistisch
verloop heeft, is onjuist. De ontwikkeling van het ver-
zadigingsniveau verloopt exponentieel.
Zie: H. Bonus, Die Ausbreitung des Fernsehens, Anton
Hain, Meisenheim am Glan, 1968, p. 67 - 68.
Zie bijgaand proefschrift p. 157 - 166 'en p. 249 - 253.
5) Overeenkomstig het marketingbeginsel dat de behoeften
van de markt uitgangspunt zijn voor alle ondernemings-
beslissingen, dient men de gebruikelijke uitdrukking
produkt-markt-combinaties te wijzigen in markt-produkt-
combinaties.
6) Structuuronderzoeken kunnen in het algemeen wezenlijk
verbeterd worden door de dynamische aspecten van de
markt meer in het uitgangspunt te betrekken.
7) Ten aanzien van de ontwikkeling van nieuwe produkten
onderscheidt men grosse modo de aanbieders in innovators
of pioniers en irnmltators of navolgers. Een krasse uit-
spraak in dit verband is die van Theodore Levitt: "The
trouble with being a pioneer is that the pioneers get
killed by the Indians". Indien echter de produktontwlk-
keling gebaseerd is op creatief, inventief en op de be-
hoeften van de markt gericht onderzoek, geldt veeleer:
The trouble with being an irnmitator is that the irnmita-
tors get killed by the innovators.
Zie: Theodore Levitt, Exploit the Product Life Cycle,
Harvard Business Review, NoV. - Dec. 1965, p. 82.
8) De haat-liefde verhouding tussen het marketing-manage-
ment en het marketingonderzoek behoeft een vruchtbaar
huwelijk niet uit te sluiten.
9) Massarnedia zouden bij de presentatie van de resultaten
van opiniepeilingen rneer aandacht moeten geven aan de
betekenis van de aan deze resultaten inherente onnauw-
keurigheden.
10) Indien men zich ten doel stelt de inhoud van zijn proef-
schrift in een zo wi)d mogelijke kring bekend te maken,
dient men de essentie van de dissertatie in enkele stel-
lingen weer te geven.
11) Het politieke inzicht van de Nederlandse kiezer blijkt
zonneklaar uit het kiele-kiele-Koekoek-effect in de Sta-
tenverkiezingen van 1974.
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